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Das Eisenspektrum in der Wasserstoffflamme 


Von Magdalena Adam’) 


sucht von Lockyer und Goodson?) in der Wasserstoff— 
Sauerstoffflamme, von de Watteville2) in der Luft—Leuchtgas- 
flamme und von Hemsalech®*),*) allein oder zusammen mit 
de Watteville®),®) in Gemischen von Luft oder Sauerstoff 
mit Leuchtgas, Wasserstoff oder Acetylen. Nach den bisherigen 
Erfahrungen ist das Flammenspektrum nicht nur unabhängig 
von der Art der Eisenverbindung, sondern es erscheinen im 
allgemeinen auch in den verschiedenen Flammen die gleichen 
Linien. Sie unterscheiden sich nur durch ihre relativen 
Intensitäten; mit steigender Flammentemperatur treten die 
Linien der höheren Temperaturklassen immer stärker hervor. 
Nur im Kern der Leuchtgastlamme treten erheblich mehr 
Eisenlinien auf. Beim Vergleich der Intensitäten der Eisen- 
flammenlinien in der Wasserstoff—Sauerstoffflamme und im 
Bogen fanden Lockyer und Goodson!) die Linien der 
Temperaturklasse J in der Flamme verstärkt, die der Klasse II 
und die wenigen der Klassen III und IV geschwächt. 

In neuester Zeit beobachtet Meunier’) auch in der reinen 
Wasserstofflamme — ohne Beimengung von Luft oder Sauer- 
stoff —, in der bisher kein Metallspektrum erhalten werden 
konnte, ein Flammenspektrum und gibt bei Eisen die 12 stärksten 
Linien an. 

Die Untersuchung von Meunier wird von mir weiter- 


geführt. Es werden sämtliche auftretenden Eisenlinien, etwa 

70 an der Zahl, mit ihren Intensitäten, Temperatur- und 
Druckklassen und Serienbezeichnungen bestimmt und, die 


Anderung der Helligkeitsverteilung im Spektrum beim Uber- 
gang von der Wasserstofflamme zu den anderen Flammen 
und dem Bogen untersucht. 


*) Auszug eines Teils der Berliner Dissertation. — Ein zweiter Teil 
„Der Poleffekt des Eisens“ ist bereits im vorigen Heft der Ann. d. Phys. 
erschienen; ein geometrisch-optischer Teil „Vorteil und Nachteil der Dis- 
persion im Plattenprisma der Lummer-Gehrcke-Platte‘“ erscheint dem- 
nächst in der Ztschr. f. techn. Phys. 
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Versuchsanordnung 

Die Versuchsanordnung war die gleiche wie bei Meunier,)) 
Der einer Wasserstoffhombe entnommene Wasserstoff wurde 
durch ein knieförmiges Glasrohr geleitet, an dessen Boden 
sich Eisenoxyduloxalat befand, und brannte bei einer Flammen- 
höhe von 12 cm vertikal aus einer !/, mm weiten Öffnung 
eines 1 cm weiten und 5 cm langen Quarzrohres. Bombe; 
Glasrohr und Quarzrohr waren durch Gasschläuche miteinander 
verbunden, das Quarzrohr wurde von einem Stativ gehalten, 
Durch Klopfen des Glasrohres erreichte ich, daß eine genügende 
Salzmenge von dem Wasserstofistrom mitgeführt wurde. Bei 
einer größeren Offnung als !/, mm war kein Eisenspektrum 
zu erhalten. 

Die spektrale Zerlegung wurde mit einem Glasspektro- 
graphen bzw. für das Ultraviolett mit einem Quarzspektro- 
graphen kleiner Dispersion vorgenommen. 

72,553 
Ergebnisse 

Das ziemlich lichtschwache Eisenspektrum erscheint aut 
einem relativ starken kontinuierlichen Untergrund und ist im 
Ultraviolett von Wasserdampfbanden überlagert. Es enthält 
im allgemeinen die gleichen Linien, welche von Hemsalech 
und de Watteville®) bzw. Lockyer und Goodson!) in der 
Wasserstoff—Sauerstofflamme und von de Watteville?) im 
Mantel der Leuchtgastlamme gefunden wurden; nur die licht- 
schwächsten Linien fehlen auf meinen Aufnahmen. Gegenüber 
Hemsalech und de Watteville®) zeigt sich insofern ein be- 
deutenderer Unterschied, als ich statt der von ihnen mit der 
Intensität 4 angegebenen Linie 3514, die der Druckklasse b 
angehört, die Linie 3498 der Druckklasse a finde, in Uber- 
einstimmung mit der Beobachtung von de Watteville?) im 
Mantel der Leuchtgasflamme. 

Eine vollständige Tabelle aller von mir gefundenen Linien 
mitsamt den von mir geschätzten Intensitäten ist in der un- 
gekürzten Dissertation enthalten, wo für jede einzelne Linie 
die Druck- und Temperaturklasse und die Serienbezeichnungen 
angegeben sowie eine Bemerkung darüber enthalten ist, ob die 
betreffende Linie im Vergleich zum Bogen geschwächt oder 
verstärkt erscheint; und wo zum Zwecke des Vergleichs auch 
die von Hemsalech und de Watteville®) und Lockyer 
und Goodson?) in der Wasserstoff—Sauerstofiflamme und von 
de Watteville?) im Mantel der Leuchtgasflamme gefundenen 
Intensitäten angegeben sind. In dem hier abgedruckten Aus- 
zuge sind nur in Tab. 1 die Multipletts zusammengestellt, zu 


a 


M. 
B 
ka 
| 
7 
| 
> a 
a' 
Sr a 
a 
ze 
i 
a 
% 
a 
a 
a 
a 
= 
4 
a 
a 
(¢ 
‘ 
afl 
ee de 
be 
4 iy Mi 
hii 
. 2 
pl 
Li 
674 
an 
W 
pl 
Z 
: 


ier,’) 
yurde 
oden 
men- 
nung 
mbe; 
nder 
ende 

Bei 


trum 


<tro- 


<tro- 


aul 
im 
hilt 
ech 
der 
im 
cht- 
iber 
be- 
der 
se 
ber- 
im 


lien 
un- 
nie 


M. Adam. Das Eisenspektrum in der Wasserstoffflamme 615 


Tabelle 1 


J 2 3 4 5 


Mult. Neel, Int... Druckklasse Bogen: Flamme 
a5D — a°’D* 2 10 a sehr verstärkt 
— a*F* 6,5 a verstärkt 
a’D — a’P* 5 a verstärkt 
a*F - a’G* 4 b 
a®F — b’F* 3 b geschwächt 
a5F — b>F* 3 3 b sehr geschwächt 
a°’D — a’F* a 2 a sehr verstiirkt 
a°>D-a'D* 2 a verstärkt 
a°F — a*G* 3 2 b geschwächt 
a®F — a5G* 2 2 b geschwächt ‘2 
a5F — a°G* | b 
a°’F — a°D* 1,5 a verstärkt 
—a'P* | 1 a auß. verstärkt 
(a ®F — b °D*) b sehr geschwächt 


denen die einzelnen Linien gehören. In Spalte 2 dieser Ta- 
belle ist die relative Linienzahl n,e. angegeben, mit der ein 
Multiplett in der Wasserstoffflamme erscheint, d.h. das Ver- 
hältnis der von mir beobachteten Linien des betreffenden Multi- 
pletts zur Gesamtzahl aller zu diesem Multiplett gehörenden 
Linien. Spalte 3 gibt die mittlere Intensität dieses Multipletts 
an; diese wurde dadurch erhalten, daß ich für alle in der 
Wasserstofflamme nicht beobachteten Linien dieses Multi- 
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dieses Multipletts das arithmetische Mittel bildete. Spalte 4 
enthält dıe Druckklasse, zu der die Linien des betreffenden 
Multipletts gehören; Spalte 5 gibt endlich an, ob die einzelnen 
Multipletts in der Wasserstofftltamme im Vergleich zum Bogen 
geschwächt oder verstärkt erscheinen. Die Angaben dieser 
letzten Spalte wurden dadurch erhalten, daß ich die zwei mit 
demselben Spektrographen erhaltenen Aufnahmen gleicher mitt- 
lerer Schwärzung vom Eisenspektrum der Wasserstofftlamme 
einerseits und des 6 Amp.-Eisenbogens andererseits miteinander 
verglich (Expositionszeiten beim Bogen 5’, bei der Flamme 1 Std.) 

Die in der Wasserstoffflamme auftretenden Eisenlinien, 72 
an der Zahl, gehören zu den Temperaturklassen J und II und 
den Druckklassen a und b und gehen von dem Grundterm aD 
und den beiden metastabilen Zuständen a5F und a®?F aus, 
Etwa die Hälfte aller Eisenlinien gehören zu den vom Grund- 
term a5D ausgehenden Multipletts a°D — a5D*, a5D — a5F*, 
a>D — a°P*: der größte Teil der lichtstärksten Eisenlinien 
wird durch das Multiplett «5D — a®D* geliefert, das bei weitem 
die größte mittlere Intensität unter allen 14 Multipletts auf- 
weist. Im übrigen erscheinen dieselben Multipletts wie in 
der Wasserstoft—Sauerstoffflamme und im Mantel der Leuchtgas- 
tlamme, wie eine Durchsicht der von Hemsalech und de Watte- 
ville®) sowie von de Watteville*) angegebenen Linien ergibt, 
mit Ausnahme des Multipletts a? F — b*D*, das bereits in den 
beiden anderen Flammen die kleinste mittlere Intensität 
aufweist. 2 

Hinsichtlich der Anderung der Helligkeitsverteilung im 
Eisenspektrum beim Ubergang vom Bogen zur Wasserstoff- 
tlamme (Spalte 5 der Tabelle) ergibt sich für das sichtbare Spek- 
tralgebiet Übereinstimmung mit den von Lockyer u. Goodson} 
an der Wasserstoff—Sauerstofflamme gemachten Beobachtungen; 
im Ultraviolett wurde die Anderung der relativen Intensitäten 
beim Übergang vom Flammen- zum Bogenspektrum des Eisens 
bisher überhaupt noch nicht untersucht. Beim Vergleich 
zweier Aufnahmen gleicher mittlerer Schwärzung (vgl. oben) 
erscheinen die Linien der Druckklasse a, die im allgemeinen 
vom Grundterm a5 ausgehen und nach der Bezeichnungs- 
weise von Hemsalech*) Flammenlinien der Gruppe I sind, 
in der Wasserstoffllamme gegenüber dem Bogen verstärkt, 
während dagegen die Linien der Druckklasse b, die von den 
metastabilen Zuständen a°F und a*F ausgehen, geschwächt 
erscheinen; d.h. im Verhältnis zur Gesamtzahl aller emit- 
tierenden Atome steigt die Zahl derjenigen Atome, welche 
eine a-Linie emittieren, und fällt andererseits die Zahl der- 
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jenigen Atome, welche eine b-Linie emittieren, wenn man vom 
Bogen zur W asserstoffflamme übergeht. 

Um nun weiter die Verteilung der Intensitäten auf die 
a- und b-Linien miteinander vergleichen zu können, habe ich 
für alle drei Flammen die Mittelwerte aus den Intensitäten 
aller a-Linien sowie die Mittelwerte aus den Intensitäten aller 
b-Linien gebildet und in Tab. 2 zusammengestellt. Dabei be- 
nutzte ich für die Wasserstoffflamme die von mir gefundenen 
und in der vollständigen Dissertation verzeichneten Intensitäten 
der Einzellinien, für die beiden anderen Flammen die Inten- 
sitätsangaben von Hemsalech und de Watteville®) bzw. 
de Watteville?. Wie in Tab. 1 wurde wieder eine Linie, 
die in der einen oder anderen der drei Flammen nicht beob- 
achtet worden ist, für die betreffende Flamme mit der 
Intensität O0 angesetzt und so bei der Mittelbildung mit be- 
rücksichtigt. Es ergibt sich, daß die so berechneten mittleren 


Gas a b 
Leuchtgas 61/5 31), 
(Mantel) 
| 8 4, 


Intensitäten bei den a-Linien beim Übergang von der Wasser- 
stoff-Sauerstoffllamme zum Mantel der Leuchtgasflamme und 
weiter zur Wasserstofflamme zunehmen, während sie bei den 
b-Linien abnehmen. Berücksichtigt man noch, daß die a-Linien 
gegenüber den b-Linien nicht nur beim Übergang vom Bogen 
zur Wasserstoffflamme (voriger Abschnitt), sondern nach Loc ky er 
und Goodson!) (vgl. S. 613) sogar schon beim Übergang vom 
Bogen zur Wasserstoff-Saue rstoffflamme verstärkt erse ‚heine n, 
so ergibt sich folgendes Gesamtresultat: Schreitet man in der 


Reihe 


Wasserstoffflamme, Mantel der Leuchtgastlamme, 
Wasserstoff-Sauerstoffflamme, Bogen 


a 


von links nach rechts fort, so treten die Eisenlinien Slit 
Anregungsstufen (b-Linien) gegeniiber den Linien niederer An- 
regungsstufen (a-Linien) allmählich immer stärker hervor; unter 
allen bisher bekannten Flammen zeigt die Wasserstoffflamme 
die geringste mittlere Anregungsenergie. 
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Zusammenfassung 


Es wird mit einem Glas- bzw. Quarzspektrographen ge- 
ringer Dispersion das Eisenspektrum in der Wasserstofftlamme 
untersucht. Als wichtigstes Ergebnis ist zu bemerken, daß 
in dieser Flamme die a-Linien im Vergleich zu den b-Linien 
sowohl gegenüber dem Eisenbogen als auch gegenüber der 
Wasserstoff—Sauerstofftlamme und dem Mantel der Leuchtgas- 
flamme merklich verstärkt erscheinen. Im besonderen ergibt 
sich, daß die Linien höherer Anregungsstufen (b-Linien) gegen- 
über den Linien niederer Anregungsstufen (a- Linien) allmäh- 
lich immer stärker hervortreten, wenn man in der Reihe 

Wasserstoffflamme, Mantel der Leuchtgasflamme, 
Wasserstoff-Sauerstofflamme, Bogen 
von links nach rechts fortschreitet. Unter allen bisher be- 
kannten Flammen besitzt die Wasserstoffflamme die geringste 
mittlere Anregungsenergie. 


Zum Schluß sei mir gestattet, meinem verehrten Lehrer, 
Hrn. Prof. Dr. E. Gehreke für die Anregung zu dieser Arbeit 
und für seine ständige Teilnahme und sein förderndes Inter- 
esse meinen aufrichtigsten Dank auszusprechen. Ferner danke 
ich den Herren Dr. L. Janicki und Dr. E. Lau für gelegent- 
liche Hilfeleistung und Ratschläge. Zu besonderem Dank bin 
ich ferner dem Hrn. Präsidenten der Physikalisch-Technischen 
Reichsanstalt Prof. Dr. F. Paschen verpflichtet, der mir an 
der Reichsanstalt Gastfreundschaft gewährte und mir die La- 
boratoriumsmittel zur Durchführung meiner Arbeit zur Ver- 
fiigung 


Sir XN u. H. E. Goodson, Proc. Roy. Soe. 
S. 260. 1916. 
2) Ch. de Watteville, Phil. Trans. 204. S. 139. 1904. 
3) G. A. Hemsalech, Phil. Mag. 33. 8. 1. 1917. 
4) G. A. Hemsalech, Phil. Mag. 34. S. 221. 1917; 36. S. 209 u. 
281. 1918. 
5) G. A. Hemsalech u. Ch. de Watteville, Compt. rend. 146. 
S. 748 u. 859. 1908. 
6) G. A. Hemsalech u. Ch. de Watteville, Compt. rend. 
S. 962 u. 1389. 1908. 
7) J. Meunier, Compt. rend. 172. S. 678. 1921. Ze 
(Eingegangen 22. Juli 1932) 
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| 


Unähnliche Abbildung und Ausmessung 
von Nichtselbstleuchtern 
Ein Beitrag zum Aquivalenzprinzip*) 


§ 1. Einleitung 

Die optische Abbildung ist prinzipiell ein Zuordnungs- 
problem: die Helligkeitsverteilung in gewissen Querschnitten 
eines Strahlenverlaufs wird als Funktion der Helligkeits- 
verteilung in anderen Querschnitten begriffen.!?) Bei dieser 
Betrachtungsweise ergeben sich vier bevorzugte Stellen des 
Strahlenverlaufs: die Orte der Lichtquelle, des Objektes, des 
abbildenden Systems und der Auffangfläche. Die drei ersten 
kann man sich durch zunächst beliebig gestaltete körperliche 
Blenden ersetzt denken. Für die rein physikalische Unter- 
suchung der Abbildungsmodalitäten kann man von den diop- 
trischen Modifikationen des Strahlengangs durch Linsen usw. 
absehen. Sie dienen nur dazu, bei endlicher Länge des 
Strahlengangs leichter definierbare Verhältnisse zu schaffen, 
nämlich vorzugsweise diejenigen der Fraunhoferschen 
Beugung. 

Der Vorgang der Abbildung läßt sich dann so beschreiben 
(Fig. 1), daß die Beugung des von der Blende A (Lichtquelle) 
kommenden Lichts an O eine gewisse Helligkeitsverteilung in 
D hervorruft, die eine Funktion von A und O ist, während 
die nochmalige Modifikation an D in B eine neue Helligkeits- 
verteilung bewirkt, die eine Funktion von A, O und D ist: 
(la) J(D) = f(4,0). 

(1b) J(B)=9(4,0,D). 

Bei der Bildung des Ausdruckes (1b) geht man unter ge- 
gewissen Voraussetzungen etwa vom Huygensschen Prinzip 
aus und schreibt dann die Integralgleichung®), 1%) 


(2) K (0, b) f 


*) Teilweise vorgetragen auf dem 8. Deutschen Physiker- und 
Mathematikertag in Bad Nauheim. 
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T C. 

wo der Kern f K (0, b)dd den Abbildungsmodus (z. B. »Fraun - 

hofersche Beugung an einer Spaltöffnung“) enthält und die ah 
Funktionen g(a) und f(o) die Verteilung der Amplituden der Er: 
Lichterregung in A und O darstellen; die drei Integräle sind Ar 
über die Berandungen von A, O und D zu erstrecken. Das sa 
ist der Fall des Nichtselbstleuchters. Beim Selbstleuchter fallen int 


A und O zusammen und der (2) analoge Ausdruck lautet dann 


ff 
(3) I SJ K(0, b)g?(o)dodd. ein 


a) OD vic 


ine wesentliche Unterschied zwischen (2) und (3) bezüg- Ag 
lich der Abbildung von O liegt darin begründet, daß beim Ni 
Selbstleuchter über die Intensitäten, beim Nichtselbstleuchter Se 
über die Amplituden in O integriert wird. Der Idealfall des ga 
Selbstleuchters ist dann realisiert, wenn die Lichtquelle mit rei 
dem Objekt identisch ist, der des Nichtselbstleuchters, wenn ei 
A verschwindend klein ist. Im ersten Falle ist das Objekt de 
mit inkohärentem, im zweiten mit kohärentem Licht belegt. ze 

In den letzten Jahren hat sich eine groBe Zahl vor- un 
wiegend theoretischer Arbeiten damit befaBt, unter welchen Se 


Bedingungen ein Unterschied zwischen dem Bilde eines Selbst- 
leuchters und dem eines Nichtselbstleuchters tatsächlich zu be- 
obachten ist. Zwei Gruppen stehen sich dabei gegeniiber: die 
Abbesche Schule! 2" 2°), für die der Unterschied von fundamen- 
taler und praktischer Bedeutung ist, derart, daB die Modali- 


täten der Nichtselbstleuchterabbildung auch bei großen Be- 0 
leuchtungsaperturen maßgeblich sind — und die Bereksche K 
Auffassung), die in Fortführung von Gedanken Verdets*) Ir 
Mandelstams!®) und v. Laues?") das Äquivalenzprinzip for- ill 
muliert, nach dem ceteris paribus innerhalb der Meßgenauig- A 
keit das Bild eines Nichtselbstleuchters sich nicht mehr von fi 
dem eines Selbstleuchters unterscheidet, sobald die Beleuchtungs- d 
apertur, also die Blende A, einen gewissen sehr kleinen Wert p 
überschreitet.) Außer diesen ‚allgemeinen Erörterungen ist G 
speziell die unähnliche Abbildung von Selbstleuchtern und K 
Nichtselbstleuchtern durch einen Doppelspalt eingehend unter- } v 
sucht worden. Während Kühne!? die Verhältnisse beim St 


Selbstleuchter theoretisch und experimentell restlos klären p 
konnte, wurden die von Bechmann?) für einen Spalt und 
von Lakemann und Groosmuller”) für einen Doppelspalt I 


vorausgesagten Erscheinungen bei Nichtselbstleuchtern von f 
Gerhardt’) und Lakemann und Groosmuller nicht ge- d 


ae funden. Diese Seite des semen hat aber eine besondere 1 
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Bedeutung dadurch, daß zur Gsößenbestimmung ultramikro- 
skopischer Teilchen vermittels unähnlicher Abbildung der 


1 die Abbildungsmodus restlos geklärt sein muß. Entgegen der 
' der Erwartung (100 °/,) wurden Unterschiede der in Frage kommenden 
sind Art nur in einem Falle zu 5°/, (Gerhardt), in einem anderen 
_ Das zu 10°/, (Lakemann und Groosmuller) gefunden. Das 
allen ist wohl zunächst der Nichtbeachtung gewisser Versuchsbe- 
dann dingungen zuzuschreiben. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Schaffung von 
einwandfreiem experimentellen Material, ohne auf die Einzel- 
heiten der bisherigen Polemik einzugehen. Dabei findet das 


ziig- Aquivalenzprinzip eine einwandfreie Bestätigung. Eine reine 
beim Nichtselbstleuchterabbildung und der stetige Übergang in die 
‚hter Selbstleuchterabbildung mit wachsender Apertur nach Maß- 
des gabe des Aquivalenzprinzips werden realisiert. Das wird er- 
mit reicht durch die Untersuchung der unihnlichen Abbildung 
yen eines Spaltes unter besonders iibersichtlichen und genau 
jekt definierten Versuchsbedingungen. Damit ergeben sich gleich- 
t. zeitig neue MeBmethvden bei kleinen Beleuchtungsaperturen 
vor- und die hinreichende Berechtigung der Anwendung der fiir 
hen Selbstleuchter abgeleiteten Abbildungsgleichungen bei größeren. 
be- §2. Theoretische Beziehungen 
die 
‚en- a) Selbstleuchter 
ali- Die unähnliche Abbildung eines nichtselbstleuchtenden 
Be- Objekts durch einen Doppelspalt ist am eingehendsten von 
che Kühne'?) behandelt worden. Er legt seinen Rechnungen die 

s 2) Integralgleichung (3) zugrunde. Diese Art der Integration 
for- über das Objekt entspricht einer von Schwerd*‘) gegebenen 
lg- Auffassung, nach der man vom Beugungsbild eines punkt- 
von förmigen Objektes dadurch zu dem eines ausgedehnten gelangt, BE 
gs- daß man in der Bildebene über die Helligkeitsverteilung bei = 
ert punktförmigem Objekt zwischen den geometrisch-optischen 
ist Grenzen des Objektbildes integriert. Man kommt zu denselben 
nd Ergebnissen, wenn man nach einer anderen Betrachtungsweise 
er- 5 verfährt, die sich zwar prinzipiell von der ersten nicht unter- 
ım scheidet, aber doch besser den Gedankengängen des Aquivalenz- 
en prinzipes angepaßt ist: 

nd Von allen Punkten des Objektes ausgehend fällt auf den 
alt Doppelspalt eine einfach oder mehrfach unendliche Mannig- 
on faltigkeit von inkohärenten Wellenflächen, die innerhalb der 


durch die Objektgröße gegebenen Grenzen gegeneinander ge- 
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verschmierung innerhalb gewisser Grenzen bewirkt; eine In- # eine 

tegration der Phase des Ausdrucks (3) über diesen Bereich Jeuc 

liefert das zugehörige unähnliche Bild. — Nehmen wir als Ein 

Objekt einen gleichmäßig strahlenden sehr hohen Spalt von Pha 

“s der Breite a,, als Doppelspalt zwei sehr schmale Spalte vom brat 

Abstand & und beschränken uns auf die Betrachtung der in ents 

N der Achse, senkrecht zu den Erstreckungen der Spalte ge- bild 
El ist die Phasenverschmier 

dw". egenen Ebene, so ist die Phasenverschmierung gegeben durch Art 

- st: 

DD und die Helligkeitsverteilung in der Bildebene wird unter - 
Zugrundelegung des bekannten Kerns fiir die Beugung am ms 
Doppelspalt 

(4) J (B)sı = [ cos? Adz, 
e 
We 
wo z, die laufende Objekt-. x die laufende Bildkoordinate ent: 
bedeutet. Die „Sichtbarkeit“ V wird find 
* Au: 
(5) "Re Tmin sind sin u A, La 
+ J min 4 PE ebe 
Nullstellen der Sichtbarkeit treten auf bei 
(6) a, n=1,2,3.. 
Berek°) bezeichnet dieses Verschwinden der Interferenz- 
fransen als Dissonanzphänomen. Dieser Ausdruck deckt sich 
mit dem von uns benutzten Begriff der Phasenverschmierung. 
Gl. (5) bezeichnet nach Berek gleichzeitig den Konsonanzgrad 
in unserem speziellen Fall. Hier setzt nun die erste Aussage 
des Aquivalenzprinzips ein: Ein Selbstleuchter, bei dem die 
Phasenverschmierung in der Eintrittspupille klein gegen die b 
Wellenldnge ist (der mit dem Dissonanzgrad 1 abgebildet wird De 
oder nahezu 1), fiir den also jedenfalls die Ungleichung He 
a-a,<h | Be 
erfüllt ist, verhält sich praktisch wie ein Nichtselbstleuchter. De 
Für ein punktförmiges Objekt ist das trivial; das wesentliche di 
der Formulierung liegt darin, daB es nicht auf die absoluten dic 
Kohärenzverhältnisse in der Objektebene ankommt, sondern 


= 
auf die in der Aperturblende des Beobachtungssystems vor- x 
handene Phasenverschmierung, Dissonanz. Die W ahrnehmung 
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In- eines Unterschiedes zwischen Selbstleuchter und Nichtselbst- 
‘eich leachter kann ja nur vermittels der Phasenverhältnisse in der 
als Eintrittsöffnung des Beobachtungsgerätes erfolgen und die 
von Phasenverschmierung bei der Abbildung eines Selbstleuchters 
vom braucht nur klein gegen die Wellenlänge zu sein, um sich 
rin entsprechend wenig von der Phaseneinheitlichkeit bei der Ab- 
ge- bildung eines Nichtselbstleuchters zu unterscheiden. Diese 
ırch Art der Ableitung des ersten Aquivalenzsatzes scheint mir 

gegenüber der von v. Laue?®) gegebenen den Vorzug zu haben, 

daß sie völlig auf eigentliche Kohärenzbetrachtungen verzichtet 
ui und im Berekschen Sinne nur die Konsonanzverhältnisse 
pe zugrunde legt. 


b) Nichtselbstleuchter 


Auch für die Ableitung der Gleichungen der unähnlichen 
Abbildung von Nichtselbstleuchtern kann man zwei verschiedene 
Wege einschlagen. Entweder man integriert mit Bechmann?) 
ate entsprechend Gl. (2) über die Amplituden des Objektes und 
findet die Helligkeitsverteilung durch Quadrieren des erhaltenen 
Ausdruckes. Oder man verfolgt? mit Groosmuller und 
Lakemann ") von A ausgehend einen Strahl bis zur Bild- 
ebene: man untersucht zunächst die in der Doppelspaltebene 
vorhandene Helligkeitsverteilung, die das durch Beugung am 


4 
} 
ich 
ng 
die 
die 
ird Objekt O erzeugte unähnliche Bild der Blende A darstellt. 
Dann schneidet man vermittels der Doppelspalte aus dieser 
Helligkeitsverteilung zwei Partien heraus und untersucht die 
Beugungserscheinung in der Bildebene. — Wir nehmen zu- 
; nächst an, die Blende A sei ein unendlich schmaler Spalt. 
| Dann ist für unendlich große Abstände 40 und OD (Fig. 1) 
Be die Amplitudenverteilung in D bis auf Proportionalitätsfaktoren, 
Br die auch in den folgenden Gleichungen weggelassen sind 
Sin ( + &) 
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wo & die laufende Koordinate in der Doppelspaltebene 
&, die Koordinate des Beleuchtungsspaltes in der Ebene 
A, a, die Breite des Objektspaltes bezeichnen. An den Orten 
der Spalte in der Ebene D. betragen dann die Amplituden 

‚sin ua, (a — So) he sin u a, (m 
(9) dy (@ — (a + &,) 
Die Helligkeitsverteilung in der Bildebene B ist aber 

J = + a,” + 2a, a, cos 4 

und mit (8) 
Ay (a — &,) sin? wa, (@ + &,) 
(10) J (Biss = — u? ag? (a — &,)? 
sin (a — &,) sin uw a,(a + &,) 


u 2 a9? (a? §,*) u 


+2 

Weiter ist 
also z. B. für symmetrische Beleuchtung ,=0) 
(11a) V=1. 
Der Ausdruck (10) geht für &, = 0 in den Bechmannschen?) 
— 


a? 


(10a) J (Biysı = cos? wer. 


2 2 
ay 


Nach (9) treten in Abhängigkeit von der Objektgröße Heli 
keitsschwankungen auf, die bei symmetrischer Beleuchtung 
nach (10a) bis zum Verschwinden der Interferenzfigur bei den 
ObjektgréBen 

2nd 


(12) a, = n = 1,2,3 


a 


führen. Die Sichtbarkeit V hängt von 
größe ab, und verschwindet für AN 


a,=0 und a,=0, 
also fiir 
(13) 


und fiir 


also speziell fiir 
(14) 
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gleichzeitig mit der Gesamtintensität. V ist weiterhin negativ, 
wenn a, und a, verschiedene Vorzeichen haben, wenn also die 
Doppelspalte aus zwei Ordnungen von (8) ausschneiden, fiir die 
die Differenz ihrer Ordnungszahlen ungerade ist. Aus (6) und 
(14) ergibt sich der wichtige Schluß, daß beim Verschwinden 
der Sichtbarkeit ceteris paribus ein nichtselbstleuchtender Spalt 
doppelt so groß sein muß, wie ein selbstleuchtender. Zwar 
ist der erste Fall selbst wegen des Verschwindens der Ge- 
samthelligkeit nicht zu beobachten. Da aber mit wachsender 
Beleuchtungsapertur ein stetiger Übergang zum zweiten Fall 
zu erwarten ist, muß die Extrapolation der erhaltenen Kurve 
auf jenen Wert führen. [Eine Bemerkung darüber, daß die 
Stelle V = 0 bei einem „selbstleuchtenden“ Objekt auftritt, 
das halb so groß ist wie das Abbesche Auflösungsvermögen für 
Nichtselbstleuchter, findet sich bei Bayer und Gerhardt (8)]. 

Die in der Bechmannschen Ableitung etwas rätselhaften 
Nullstellen der Gesamtintensität erweisen sich also als die 
Nullstellen des Spaltbeugungsbildes in der Doppeispaltebene. 
Sie werden nur so lange beobachtbar sein, als die Beleuch- 
tungsapertur wirklich sehr klein bleibt. Andernfalls müssen die 


Ausdrücke (8) und (9) ganz analog (4) nach (3) über &, zwischen _ 


den Grenzen integriert werden!®. Dann wird at 

sin? u ae + sin? u = 


+ Si 3) _ Sip ay (« + 3) 
wo die Minima nicht mehr bis auf Null gehen und für die 
Aperturwerte 
(16) 


n=1,2,3... 


überhaupt verschwinden. Entsprechend ist Gl. (10) nach (2) 
über die Beleuchtungsapertur zu integrieren. * 

Hier setzt nun der zweite, zum ersten inverse Aquivalenz- 
satz ein: ein Nichtselbstleuchter ist dann einem Selbstleuchter 
äquivalent, wenn die in der Eintrittspupille herrschende Phasen- 
verschmierung groß gegen die Wellenlänge ist, für den also die 
Ungleichung 
(17) Ay >d 
erfüllt ist. M.a.W. behält das Objekt seinen Nichtselbstleuchter- 
charakler nur so lange, als 
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Denn nur solange bleibt die maximale Phasenverschmierung 
in der D-Ebene unter der einem gleich groBen Selbstleuchter 
zuzuordnenden. Ob ein Objekt, das die Bedingung (17a) nicht 
mehr erfüllt, nun im Beobachtungsinstrument als Selbstleuchter 
oder als Nichtselbstleuchter abgebildet wird, hiingt von der 
Bedingung (7) und dem Verhältnis zum ersten Äquivalenzsatz 
ab. ‚Jedenfalls läßt es sich dann völlig als selbstleuchtendes 
Objekt behandeln und man darf auch die Gleichungen (4) und 
(5) anwenden. In allgemeinster und schärfster Formulierung 
lautet das Äquivalenzprinzip folgendermaßen: Jedes Objekt, 
gleichviel ob es sich „in Wirklichkeit“ um einen Selbstleuchter 
oder um einen Nichtselbstleuchter handelt, wird so lange und 
nur so lange wie ein Nichtselbstleuchter abgebildet, als die 
Phasenverschmierung in der Eintrittspupille klein gegen die 
Wellenlänge ist, jedoch immer dann wie ein Selbstleuchter, so- 
bald die Phasenverschmierung in der Eintrittspupille groß gegen 
die Wellenlänge ist. 


Während der erste Teil dieses Satzes längst seine ex- 
perimentelle Bestätigung gefunden hat und praktisch z.B. 
beim Michelsonschen Sterninterferometer benutzt wird, ist 
das für den zweiten Teil nicht der Fall. Die im folgenden 
beschriebenen Versuche bringen den Nachweis seiner Gültig- 
keit. Da es sich dabei im wesentlichen um die Prüfung der 
Bedingung (17) handelt, die dem Zwischenbereich gemischter 
Abbildungsart eine Grenze setzt, wurde auf die sehr umständ- 
liche Durchführung der Integration der Gl. (10) über die Be- 
leuchtungsapertur an dieser Stelle verzichtet. 7 


4 
Mn re § 3. Die Apparatur und ihre Justierung 


Das Schema der Versuchsanordnung ist in Fig. 2 dar- 
gestellt. Der Aperturspalt der Beleuchtung wird durch das 


Fig. 2 


Objektiv Z, in die Ebene D des Doppelspaltes abgebildet, 
der Objektspalt O durch das Objektiv L, in die Ebene B, 
von dort wird es nochmals vergrößert durch L, in die om 
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B’ projiziert. Um dem Beobachter sämtliche Justiermöglich- 
keiten bequem zugänglich zu machen und den Strahlengang 
zu verlängern, sind Beleuchtungsteil und Beobachtungsteil der 
Apparatur nebeneinander auf einem Tisch angeordnet, während 
die Abbildungsachse durch einen Spiegel zwischen O und D 
gebrochen wird. Dicht hinter O ist zur Aufnahme der 
Schwärzungsmarken ein rotierender Sektor eingeschaltet. Um 
die Verhältnisse in der Eintrittspupille des Doppelspaltfern- 
rohres kontrollieren zu können, kann die Linse L, einge- 
schaltet werden, durch die die Eintrittspupille ebenfalls in 
die Ebene B und vermittels L, in die Ebene B’ abgebildet 
werden kann. Um die Lichtverteilung in der ganzen Ein- 
trittspupille überblicken zu können und nicht auf die schmalen 
Ausschnitte der Doppelspalte angewiesen zu sein, bedeckt die 
Blende mit dem Dop- 
pelspalt nur die Hälfte 
der Eintrittspupille, 
die andere ist bei der 
Abbildung des Objek- 
tesnach B geschlossen 
und kann bei der Ab- 
bildung des Beleuch- 
tungsspaltes A nach 
B’ (durch L,) geöffnet 
werden. 

Die Ausführung 
der Anordnung ist 
aus Fig.3 zu ersehen. 
Die Schottsche 
Quecksilberlampe HG mit dem Zeissschen Monochromat- 
filter für die grüne Quecksilberlinie 4 = 5461 AE befinden 
sich dicht vor dem Beleuchtungsspalt A, dessen Breite mittels 
einer in zwei u geteilten Trommel eingestellt und in 
der Richtung senkrecht zur optischen Achse mittels der 
Schraube J, horizontal mikrometrisch verschoben werden kann. 
Das achromatische Objektiv L, hat eine Brennweite f = 30 mm. 
Der Objektspalt O kann mittels einer in 10a geteilten 
Trommel verstellt werden. Die Länge des Lichtweges zwischen 
OundD beträgt 10 m. Der Antrieb der rotierenden Stufen- 
blende erfolgt über eine Gummischnur von einem kleinen 
Motor aus, der zur Vermeidung von Erschütterungen auf 
einem besonderen Tischchen steht und durch ein Potentio- 
meter auf etwa 200 Umdrehungen in der Minute einreguliert 
wurde. Dieses Tischchen trägt außerdem den Regulierwiderstand 
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und das Amperemeter fiir die Lampe. Die durch die rotierende 
Stufenblende durchgelassenen 7. Mittelwerte der In- 
tensität verhalten sich wie 1: :!/g:"/i Der Spiegel 
ist in einer mikrometrisch um a MOLI und die verti- 
kale Achse schwenkbaren Fassung befestigt und steht auf 
einem in der Höhe verstellbaren sehr stabilen Tischchen, hat 
einen Durchmesser von 20 em, ist oberflächenversilbert und 
die durch ihn vermittelte Abbildung von ausgezeichneter 
Qualität. Der Doppelspalt D läßt sich durch die Mikrometer- 
spindel J, senkrecht zur optischen Achse horizontal ver- 
schieben. Die Klappe K kann durch eine Schnur vom Sitz 
des Beobachters aus betätigt werden. Die verschiedenen 
Doppelspalte lassen sich durch eine einfache, an dem tragen- 
den Blechrahmen angebrachte Verschraubung auswechseln. 
Das achromatische Fernrohrobjektiv L, hat eine Brennweite 
f= 65 cm, das Hilfsobjektiv L, eine Brennweite f = 13,5 em, 
das Mikroobjektiv L, eine Brennweite f= 2,35 cm. Die 
Kamera ruht auf einem kleinen Tischehen und besteht im 
wesentlichen aus einer Kassettenverschiebung für Platten vom 
Format 6'/,x9. Auf dieses Tischehen wird zur visuellen 
Beobachtung ein kleiner Träger mit einer Lupe L gestellt. 
Sämtliche Teile werden von Reitern getragen, die auf optischen 
Bänken verschraubt sind. 

Die Apparatur wird folgendermaßen justiert: Objektspalt 
und Stufenblende werden entfernt, die Klappe K hochgezogen, 
die Doppelspalte mittels J, zentriert, die Linse L, einge- 
schaltet und der Beleuchtungsspalt so weit zugezogen, bis 
sein Bild in der Ebene D annähernd die Breite des Doppel- 
spaltabstandes hat. Durch Verstellen von J, wird dann 
dieses Bild auf den Doppelspalt zentriert. Damit ist zentrale 
und symmetrische Beleuchtung des nun einzusetzenden Objekt- 
spaltes erreicht. Die Hilfslinse L, wird ausgeklappt und man 
erblickt in der Ebene B’ das durch den oberen freien Teil 
der Objektivéffnung vermittelte ähnliche Bild von O, das von 
den Interferenzstreifen des durch den Doppelspalt vermittelten 
unähnlichen Bildes umgeben ist. Durch Verschieben von L, 
wird auf das ähnliche Bild scharf eingestellt. Schaltet man 
jetzt wieder die Hilfslinse L, ein, so sieht man nach Scharf- 
stellung in ‘der Öffnung von ei das durch den Objektspalt 0 
vermittelte unährliche Bild des Beleuchtungsspaltes A, das 
durch Gl. (8), bzw. (15) beschrieben wird. Nun wird die 
Klappe K geschlossen und L, ausgeschaltet; diese Hilfsvor- 
richtung wird aber vor und während aller Messungen immer 
wieder als Kontrolle benutzt. 
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§ 4. Versuchsergebnisse 
a) Dissonanzphinomen am Spalt 


Um sich zunächst über die Verhältnisse in der Doppel- 
spaltebene zu informieren, wurde das Fraunhofersche 
Beugungsbild eines Spaltes in Abhängigkeit von der Größe 
der Lichtquelle untersucht, also die Funktion (la), bzw. (15). 
Für diese Vorversuche ist also A „Objekt“, das durch den 
Spalt unähnlich abgebildet wird. Dazu wurde aus technischen 
Gründen nicht die beschriebene Hauptapparatur benutzt. Als 
variable Lichtquellenblende A, also als selbstleuchtendes Ob- 
jekt, diente der Spalt eines Kollimators von der Brennweite 
f=30 cm, der mittels eines Objektivs von der Brennweite 
f= 65 cm auf die photographische Platte abgebildet wurde. 
Beugende Offnung war ein vor das Kameraobjektiv gestellter 
Spalt von 0,3 mm Öffnung. Beleuchtet wurde mit Licht der 
Wellenlänge 2 = 5461 AE. Es wurden Agfa-Aerochromplatten 
benutzt, die mit einem Lichthofschutzlack präpariert waren. 
Die Aufnahmen wurden mit dem Zeissschen Registrierphoto- 
meter photometriert. Einige der erhaltenen Kurven sind in 
Fig. 4 reproduziert. Unter jeder Kurve ist die Größe des 
zugehörigen Objektspaltes im Bogenmaß angegeben. Infolge 
der großen Intensitätsunterschiede innerhalb der Beugungsfigur 
liegt das mittlere Maximum im überbelichteten Teil der 
Schwärzungskurve. Auf eine Umrechnung der Schwärzung 
wurde hier verzichtet, da außer dem allgemeinen Charakter 
der Abbildung besonders die Stellen des Verschwindens der 
Sichtbarkeit, also das eigentliche Dissonanzphänomen, festge- 
stellt werden sollten. Wie sich aus Fig. 4 ergibt, liegen diese 
Stellen bei den Werten «, = 2,1. 107°? = 3,7- 107°, 


also hinreichend nahe 2 = 1,8.1073 und 2 — = 3,6.1073, ent- 


sprechend Gl. (7) bzw. Gi. (15). Wichtig im Hinblick auf das 
Aquivalenzprinzip ist besonders der sehr geringe Wiederanstieg 
der Sichtbarkeit bis zu dem Maximalwert bei 2,8 - 1073. [Über 
den Sichtbarkeitsbegriff bei Helligkeitsverteilungen mit derart 
starker Abnahme der Gesamthelligkeit nach dem Rande der 
Bilder zu vgl. F. Jentzsch und Cl. Münster'®)], Auch beim 
Doppelspalt steigt die Sichtbarkeit nach ihrem ersten Ver- 
schwinden nicht mehr über V = 0,2; hier ist ihr zweites 
Maximum aber noch weit geringer. Das weist bereits darauf 
hin, daß die Periodizität der Äquivalenz, aus der Sieden- 
topf?°») ihre untergeordnete Bedeutung für den Abbildungs- 
prozeß nachweisen will, wahrscheinlich ‘auf das Bild des Nicht- 
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selbstleuchters keinen wesentlichen Einfluß haben wird. Diese Fre: 
Vermutung wird durch die weiteren Versuche bestätigt. jeder 
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Ein weiterer rein informatorischer Versuch, der aber be- ol 
sonders im Hinblick auf die Diskussion der Meßmethoden in bei 
$ 5 erforderlich war, wurde*) vorgenommen, um eine Vor- x 
stellung von der Abbildung durch einen Bongeagepeem 
*) Gemeinsam mit Hrn. Dr. E. Böhme def 
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Fresnelscher Art zu gewinnen. Ein solcher liegt ja bei 
jeder extrafokalen Einstellung vor. 

Eine HG-Lampe beleuchtete unter Zwischenschaltung 
eines Monochromatfilters für A = 5461 AE einen Spalt A. Von 
ihm war der Beugungsspalt O, der eine Breite von b = 0,13 mm 
hatte, 210 mm entfernt. Die Einstellebene des Mikroskops, 
mit dem beobachtet wurde, befand sich 2,2 mm diesseits vom 
beugenden Spalt. Damit ist auf eine Erscheinung eingestellt, 
die bei schmalem Objektspalt zwei dicke schwarze Streifen 


Fig. 5 
oO 


de 


zeigt, zwischen denen sich ein Maximum befindet. Vergrößert 7 
man jetzt die Lichtquelle, so tritt bei einer bestimmten Größe a 
ein Umschlag ein: Beide Minima verschwinden und in der j 
Mitte des Gesichtsfeldes ist statt des eingestellten Maximums 
deutlich ein Minimum zu erkennen. Bekanntlich kann man 
einen ähnlichen Umschlag herbeiführen, wenn man mit dem 
beobachtenden System auf eine andere Ebene einstellt. Kin 
völliges Verschwinden der Sichtbarkeit V ist bei diesem Über- 
gang nicht festzustellen, wohl aber ein relatives Minimum. 
Die Beugungsfigur wurde in den Stellungen A = 0,71 mm und 
4=0,51 mm diesseits und jenseits des Umschlags photo- 
graphiert und die Platte ausphotometriert (Fig. 5). — Daß 
diese Anordnung zu Meßzwecken prinzipiell geeignet ist, läßt 
eine Meßreihe erkennen, bei der die Breite des Objektspaltes 
bei auftretendem Umschlag wiederhergestellt wurde. Es ergab 
sich dabei eine Meßgenauigkeit von rund 1°/,. 

Zur Größenbestimmung des Objekts lassen sich selbst- 
verständlich auch die Abstände der Beugungsstreifen bei 
definierter Extrafokalität benutzen. 
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b) Nullstellen der Gesamtintensität in Abhängigkeit von der 
Objektgröße bei kleinster Beleuchtungsapertur 


Zur Prüfung der Beziehung (10a) wurde die Hauptapparatur 
in der beschriebenen Weise justiert und der Beleuchtungs- 
spalt A auf eine Breite von 15 u, entsprechend einer Apertur 
von 10”, eingestellt. Durch Variieren des Objektspaltes konnten 
bei verschiedenen Doppelspaltabständen einwandfrei Nullstellen 
der Gesamtintensität in zwei Ordnungen gefunden werden. 
In Tab. 1 sind die zugehörigen gemessenen Breiten a, des 
Objektspaltes den aus Gl. (10a) berechneten gegenübergestellt, 
Bei Kontrolle der Eintrittspupille durch Einschalten der 
Linse L, und Öfinen der Klappe K zeigte sich, wie zu erwarten, 
daß bei den eingestellten ObjektgréBen gerade in jeder der 
beiden Doppelspaltkomponenten ein Minimum der durch das 
Objekt erzeugten Beugungsfigur lag. 


Tabelle 1 


d Opgem. 
7,0 mm 1,42 mm | 
10,0 0,99 
: 20,0 


Mit diesen Messungen findet Gl. 
gung. Schon bei geringer Vergrößerung der Beleuchtungs- 
apertur treten jedoch keine Nullstellen der Gesamtintensität 
mehr auf (vgl. Fig. 4); die noch bis zu dem durch Gl. (16) 
gegebenen kritischen Werte der Beleuchtungsapertur vor- 
handenen Minimalstellen entziehen sich leicht der Beobachtung. 
Damit sind auch die negativen Ergebnisse Gerhardts und 
Lakemanns und Groosmullers erklärt, die in Vernach- 
lässigung der Bedingung (17a) mit viel zu großen Beleuch- 
tungsaperturen gearbeitet haben. Damit ist aber auch der 
Wert einer auf Gl.(10a) nach dem Vorschlag von Bech- 
mann gegründeten Meßmethode stark eingeschränkt, da die 
nach Erfüllung der Bedingung (17a) noch vorhandene Gesant- 
intensität selten zur Beobachtung hinreichen dürfte. 


ec) Nullstellen der Sichtbarkeit in Abhängigkeit von der 
Schiefe der Beleuchtung bei kleinster Beleuchtungsapertur 


ts handelt sich hier um die Prüfung der Beziehung (11). 
Der Sinn dieser Beziehung ist einfach der, daß die Sichtbar- 
keit Null wird sobald keine I e kommt. 
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Und das ist der Fall, wenn auf einen (oder beide) der Doppel- 
spaltkomponenten eine Nullstelle des Beugungsbildes von 4, 
also eine Nullstelle von (8) bzw. (9) fällt. Die Messung kann 
entweder durch Verschieben des Spaltes A, der wieder 15 
breit ist mittels J, oder des Doppelspaltes mittels J, ge- 
schehen. Da J, mit einer Mikrometerteilung versehen war, 
wurde die Verschiebung hier vorgenommen. Das Ergebnis 
einer Meßreihe, das die zu erwartende befriedigende Über- 
einstimmung mit der Theorie aufweist, ist in Tab. 2 zusammen- 
gestellt. Mit & sind diejenigen Koordinaten des Spaltes A 
bezeichnet, für die bei der Größe a, des Objektspaltes V = 0 
wird. Auch die nach Gl. (11) zu erwartenden negativen Sicht- 
barkeiten konnten beobachtet werden: bei Offnen der Klappe K 
koinzidiert in diesem Falle das ähnliche Bild mit einem 
Minimum des unähnlichen. 


Tabelle 2 


% | Ser. | Ser. 
0,20 mm 23,0 mm 23,8 mm 30,90 mm | 30,80 mm 
0.50 7,4 7,4 14,47 144200 
1,00 20 1.96 8,90 
156 0 0 7,00 


d) Nullstellen der Sichtbarkeit in Abhängigkeit 
von Beleuchtungsapertur, Objektgröße und Beobachtungs- 
apertur (Doppelspaltabstand) 


Diese Messungen sollen den stetigen Übergang von der 
Nichtselbstleuchterabbildung der Gl. (10 und 11) und ihrer 
Verwirklichung in den Absätzen b und c dieses Paragraphen 
zur reinen Selbstleuchterabbildung der Gl. (4) und (5) auf- 
zeigen. Dabei soll der in Gl. (17) formulierte zweite Teil 
des Aquivalenzprinzips weiter bestätigt werden. Zu diesem 
Zwecke wurden bei einer Serie von Beleuchtungsaperturen «, 
bei symmetrischer Beleuchtung diejenigen Objektgrößen a, 
bestimmt, bei denen für verschiedene Doppelspaltabstände a die 
Sichtbarkeit verschwindet. Die Ergebnisse einiger Meßreihen sind 
aus den Tabellen 3, 4 und 5 und den Figg.6 und 7 zu ersehen. 
Außer den wiedergegebenen Messungen wurde noch eine 
größere Zahl ausgeführt, die innerhalb der Meßgenauigkeit 
volle Übereinstimmung miteinander zeigen. p bezeichnet das 
Verhältnis zwischen Doppelspaltbreite und Doppelspaltabstand, 
das ebenfalls mehrfach variie 


| 
= 
= 


Tabelle 3 


Tabelle 5 


d=7,00; p= 0,14 d=7,00; p 
mm | mm mm | mm mm mm | 
0,025 1,24 | 1,87 | 2,63 0,050 1,39 
0,050 1,30 | 1,79 | 2,65 0,100 1,26 
0,100 | 1,20 | 1,93 | 2.65 0,150 1,14 
0,150 | 1,13 | 1,94 | 2,66 0,200 1,06 
0,200 | 1,04 | 1,83 | 2,61 0,250 1,00 
0,99 | 1,75 | 2,50 0,300 0,94 
0,91 | 1,68 | 2,39 0,350 0,89 
0,89 | 1,65 | 2,36 0,400 0,88 
0,87 | 1,65 | 2,34 0,450 0,85 
0,81 | 1,59 | 2.38 0,500 0,84 
0,83 | 1,61 | 2,36 0,550 0,83 
0,84 | 1.60 | 234 0,600 0,84 
0,82 | 1,57 | 237 0,650 0,85 
0,83 | 1,59 | 2,29 0,700 0,83 
0,81 | 1,66 | 232 0,750 0,83 
0,82 | 1,62 | 2,41 0,800 0,83 
0,83 | 1,58 | 2,35 0,850 0,83 
0.82 | 1,58 | 2,39 0,900 0,83 
0,83 | 1,59 | 233 0,950 0,80 
2. 1,58 | 2,37 1,000 0,82 
0,8 1,57 | 2,38 a 
|ım 
0,81 | 1,59 | 2,39 a ee 
Selbstl. gem. | 0,80 | 1,57 | 2,36 
Selbstl. ber. | 0,78 | 1,56 | 2,34 


= 0,07 

a,” a)” 
mm mm 
1,73 | 2,84 
1,94 2,71 
1,97 | 2,75 
1,88 2,69 
1,80 2,65 
1,75 | 2,51 
1,68 | 2.49 
1,66 2,46 


1,65 | 2,43 
1,64 2,42 
1,65 | 2,41 
1,64 | 2,40 
1,64 | 2,41 
1,62 | 2,41 
1,62 | 2,43 
1,63 | 2,42 
1,63 | 2,38 
1,58 | 2,34 
1,56 | 2,34 


My 
Ay 


0,81 mm 


= 


d = 10,00; p = 0,1, d= 14,00; p = 0,07 d= 20,00; p = 0,05 


0,56 mm 
0,58 
0,47 
0,46 
0,43 
0,40 
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| Tabelle 4 
== a=" 
zwar 
Strie 
GL. ( 
in) diese 
=> 
0,050 m 0,99 m 
0,100 0,92 
’ ? 
0,500 0,52 “ 
0,600 0,49 0 sel 
0,700 0,48 0 bei 
0.800 0,61 0,48 0,39 deı 
287, 1,100 0,45 0.33 Er sit 
Selbstl. ber. 0,55 0,39 0,27 bz 
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In Fig. 6 sind nach Tab. 4 die ObjektgréBen, für die bei 
g=7mm V = 0 wird, als Funktion der Apertur aufgetragen und 
gwar fiir drei Ordnungen des Verschwindens. Die senkrechten 
Striche geben diejenigen Werte der Apertur an, fiir die nach 
GL. (16) mit n= 1,2,3 und den Versuchen des Abschnitts a 
dieses Paragraphen (Fig. 4) die Sichtbarkeit der primären 


wr 


BY 
Beugungserscheinung in der Doppelspaltebene verschwindet. 
Die waagerechten Striche bezeichnen diejenigen Größen eines 
selbstleuchtenden Objektes, für die nach Gl. (6) mit n=1,2,3 
bei dem vorgegebenen Doppelspaltabstand die Sichtbarkeit 
der Interferenzfigur in der Bildebene verschwindet. Die Meb- 
punkte, die die Mittelwerte aus je fünf Ablesungen darstellen, 
sind untereinander und mit den Ausgangspunkten des idealen 


'erten der Tab. 1 erg 


—— < 
ree 
mm 
2,84 
2,71 
2,69 
2,65 
2,45 
38 | Bi Q Z 
| 
Nichtselbst 0, die sich aus Gleichung (10a) 
bzw. den Ve ben, durch einen ausgleichenden 


q 


Kurvenzug verbunden. Bei kleineren Aperturen sind die Ab- 
weichungen davon auf die geringere Genauigkeit der Messung 
beischwachen Intensitäten zurückzuführen, bei größeren könnten 
sie vielleicht systematischen Charakter haben. Die größeren 
Abweichungen bei Kurve III sind mindestens teilweise auf 
den flachen Verlauf der Sichtbarkeitsfunktion in der dritten 
Ordnung zurückzuführen. — 


636 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 * 


Aus diesen Kurven ist zunächst der stetige Übergang vom 
Nichtselbstleuchter zum Selbstleuchter abzulesen. Die Extra- 
polation der bis zur Beleuchtungsapertur «, = 34” geführten 
MeBkurve auf «,= 0 führt mit sehr befriedigender Genauig- 
keit auf die simultanen Nullstellen von Gesamtintensität und 
Sichtbarkeit beim reinen Nichtselbstleuchter, wie sie sich aus 
Gl. (10a) und (11a) (Tab. 1) ergeben. Charakteristisch ist be- 
sonders das Verhalten der Kurve zweiter Ordnung, die zunächst 
einer Stelle zustrebt, für die bei selbstleuchtendem Objekt die 
Sichtbarkeit in dritter Ordnung verschwindet, dann aber in 
einem deutlich ausgeprägten Maximum nach der durch 
Gl. (10a) und (11a) bestimmten Stelle umbiegt. Die Kurve 
dritter Ordnung entspricht dann wieder der ersten. Beim 
reinen Nichtselbstleuchter liegen also die Nullstellen der Sicht- 
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barkeit für die ungeraden Ordnungen bei doppelten Objekt- 
größen wie beim Selbstleuchter, für die geraden Ordnungen 
bei denselben. 

Weiterhin zeigt sich, daß die Erscheinungen der Nicht- 
selbstleuchterabbildung nur auftreten, wenn wirklich die Be- 
dingung (17a) des Aquivalenzprinzips erfüllt ist. Der Nicht- 
selbstleuchtercharakter nimmt mit wachsender Beleuchtungs- 
apertur rapide ab. Bei derjenigen Apertur, für die nach 
Gl. (16) mit n = 1 die Sichtbarkeit des primären Beugungs- 
bildes in der Doppelspaltebene verschwindet, beträgt die Ab- 
weichung von derjenigen ObjektgréBe, bei der mit selbst- 
leuchtendem Objekt V=0 wird, noch etwa 30°/, gegenüber 
100°/, beim reinen Nichtselbstleuchter, mit n = 2 noch 9°/,, 
mitn=3 noch 6°. Daraus ergibt sich mit Deutlichkeit, 
daß zwar auch für die höheren n noch eine gewisse Ordnung 
in der Phasenverschmierung nachweisbar ist, daß aber bereits 
für n=3 die dadurch bedingten Abweichungen gegenüber 
dem Selbstleuchter praktisch belanglos sind. Ebenso belanglos, 
wie die an der Grenze der Meßgenauigkeit liegenden kleinen 
Schwankungen, auf die Siedentopf zu Unrecht so ent- 
scheidenden Wert legt. 

Der Vergleich zwischen Tabelle 3 und 4 lehrt, daß selbst 
für die ohnehin schon kleinen Werte von p eine Veränderung 
dieses Verhältnisses Abweichungen mit sich bringt, die besonders 
bei kleinen Beleuchtungsaperturen relativ bedeutend, aber für 
das Gesamtergebnis ohne Belang sind. 

Um die Verallgemeinerungsfähigkeit der erhaltenen Resul- 
tate zu erweisen, wurden für das Verschwinden in erster Ord- 
nung Messungen bei größeren Doppelspaltabständen vor- 
genommen. (Vgl. Tab. 5, Fig. 7.) Diese Kurven zeigen einen 
flachen Verlauf und eine weniger gute, aber noch durchaus 


befriedigende Annäherung an die Selbstleuchterwerte. a 


e) Eine Meßmethode 


Auf die strenge Reproduzierbarkeit der Kurven erster 
Ordnung (Fig. 6) läßt sich ein Meßverfahren gründen. Wenn 
man eine derartige Kurve, die dann als Eichkurve anzusehen 
ist, einmal hat, kann man bei festem Doppelspaltabstand und 
unbekanntem Objekt durch Variation der Beleuchtungsapertur 
auf V = 0 einstellen und die zugehörige Objektgröße durch 
Interpolation der Eichkurve ermitteln. Um ein Bild von der 
erreichbaren Genauigkeit und der Reproduzierbarkeit der Ein- 
stellungen zu geben, ist in Tab.6 eine N 
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tungsapertur variiert wurde. 


Tabelle 6 


gegeben, bei der das Objekt fest eingestellt und die Beleuch- 


a, 0,900 mm | 1,000mm 1,100 mm | 1,200 mm | 1,300 mm 
| 
| 


a, 0,355 mm | 0,245 mm 0,170 mm | 0,120 mm 0,060 mm 
0,345 0,230 0.175 0,120 0,060 
0,340 0,235 0,180 | 0,115 0,060 
0,345 0,240 0,17 75 ' 0,115 0,065 
0,360 0,245 0,1 0,110 | 0,055 


Mittel 0,349+0,003 0,239+ 0,007 0,175 +0,006 


Wie man sieht, ist die Meßgenauigkeit recht hoch. Da- 
gegen ist der Meßbereich beschränkt: Er schließt sich an den 
kleinen Bereich an, innerhalb dessen Messungen nach der 
Bechmannschen Gl. (10a) vorgenommen werden können und 
reicht bis zu der etwa um die Hälfte kleineren Objektgröße, 
bei der ein merklicher Unterschied gegenüber dem Selbst- 
leuchter nicht mehr festzustellen ist. Kine besondere Beden- 
tung besitzt die Methode für den Fall, daß man den Doppel- 
spalt durch den Vorteile bietenden Kreisring ersetzt.*) Man 
hat dann mit einem Satz von Kreisringen denselben Meb- 
bereich wie beim Doppelspalt, bei demselben Einstellkriterium. 
— Die allgemeine Verwendungsfähigkeit des hier angewandten 
Prinzips ist mit der im Abschnitt a) dieses Paragraphen er- 


f) Verlauf der Sichtbarkeit in Abhängigkeit 
von Beleuchtungsapertur und Objektgröße 


Mit der von Kühne!) angegebenen photographischen 
Methode wurde bei verschiedenen Beleuchtungsaperturen und 
ObjektgréBen die Sichtbarkeit der zugehörigen Interferenzfigur 
bestimmt. Auf diese Weise sollten die im Abschnitt d) er- 
haltenen Ergebnisse weiter vertieft werden. Zu diesem Zwecke 
wurde zunächst die Sichtbarkeit der Bilder eines Objektes als 
Funktion der Beleuchtungsapertur aufgenommen, das so ein- 
gestellt war, daß für einen entsprechenden Selbstleuchter 
V=0 wurde In Tab. 7 sind die aus zwei Schwärzungs- 
kurven gemessenen und dann gemittelten Sichtbarkeitswerte 
eingetragen, in Fig. 8 ist der Übergang vom Nichtselbst- 
leuchter zum Selbstleuchter deutlich zu erkennen. Die Auf- 


nahmien wurden auf Agfa- Aerochromplatten gemacht, die mit 
> 


wähnten Extrafokalmethode gegeben. 
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euch- f Lichthofschutzlack präpariert waren. Die Ausmessung erfolgte 
mit dem Zeissschen Registrierphotometer, Übersetzungsver- 
hältnis 1:5, Breite des Spaltes 
am Objektort 0,04 mm. Die Be- 
= liehtungszeit betrug 2—5 Std. 
a, = 780 
ay 
0,006 0,150 mm 
00 
den | 
0,600 
der 0,7 
und 0,800 
röße, 0,900 
Ibst- 
den- Die Abweichungen von den 
»pel- Selbstleuchterbildern sind von 
Man derselben GréBe und Art wie 
eR. bei Tabelle 3, 4, 5 und Figg. 6 
ium. und 7. Die Folgerungen des 
dten Abschnitts d) finden mit diesen 
er- Messungen eine weitere Bestäti- 
gung. 
Des weiteren erschien es 
wünschenswert, die Modifikation 
der Sichtbarkeitskurve der Gl. (5) 
des Selbstleuchters durch die 
hen Anwendung kleiner Beleuchtungs- 
und aperturen, wenigstens in einem 
igur Beispiel ne untersuchen. Aus Fig. 8. Unähnliche Bilder eines 
er- Tab. 8 ergibt sich eine Parallel- Qpjektes von der festen Größe 
cke verschiebung der Sichtbarkeits- a,=0,78 mm bei fester Beob- 
als kurve um. einen Betrag, der achtungsapertur d = 7,80 mm 
ein- durch die Verschiebung der und 
ıter Stellung V = 0 gegeben ist. 
1gs- In den Werten der Tab. 8 sind selbstverstiindlich alle 
erte Fehler dieses Verfahrens enthalten. Zu den von Kühne) 
bst- erwähnten Fehlerquellen, von denen hier besonders die lange 
Luf- Belichtungsdauer in Frage kommt, tritt noch der rotierende 
mit Stufensektor, der eine gewisse Zeit die volle nase 
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‘abelle 8 
Beleuchtungsapertur a, = 0,30, Doppelspaltabstand d = 7,000 = 


a, V exp. V selbstl. 


0, 96 
0, 78 


1 

1 
0,400 0,85 ee: 
0,500 0,70 0,40 

0,32 

0,090 


= 


0,08 3, 


bis Null verkleinert, also eine Steigerung der Sichtbarkeit be- 
wirkt und der Einfluß der vielen Reflexe in der hier so um- 
fangreichen Abbildungsoptik, der die Sichtbarkeit herabsetzt, be 
Zwar heben sich diese Einflüsse z. T. gegenseitig auf. Da 
aber das Verfahren in dieser Form für die Anwendung auf 6. 
das Mikroskop nicht in Frage kommt, wurde auf die weitere 
Untersuchung der Frage verzichtet, bei welcher Beleuchtungs- 
apertur die Sichtbarkeit V den durch Gl. (5) gegebenen 
Wert erreicht. Bereits aus Tab. 8 läßt sich schließen, daß 
sich die für = 0 erhaltenen Ergebnisse wahrscheinlich auf 
— V übertragen lassen. 


u § 5. Diskussion der Meßmethoden 
Es ersch 


eint angebracht, die Ergebnisse dieser Arbeit 

noch einmal unter dem Gesichtspunkt interferometrischer 
Meßmethoden für das Mikroskop zu betrachten und überhaupt 
eine systematische Zusammenstellung der heute verfügbaren 
Verfahren zu geben. 10, 
Wir haben zunächst gezeigt, daß sich alle für Selbst- 
leuchter entwickelten Verfahren auf das Mikroskop übertragen 
lassen, sobald nur der Beleuchtungsapertur ein gewisser, 
noch sehr kleiner Minimalwert gegeben wird. Darüber hinaus 


gewinnt man bei der Abbildung von Nichtselbstleuchtern bei mu 
kleiner Beleuchtungsapertur noch einige Methoden, in denen tie 
man von den 3 Parametern der G@l.(1) bzw. (2) außer der be 
Objektivéffnung auch noch die Beleuchtungsapertur selbst zur ve 
Bestimmung des dritten Parameters, des Objektes, heranzieht. de 
Schließlich läßt sich die Objektgröße aus der Durchmesser- ve 
bestimmung extrafokaler Beugungsringe ermitteln. Es ergibt hi 
sich folgender Überblick (Tab. 9) über die entwickelten und bi 
die möglichen Methoden. d 

Praktische Anwendung hat von diesen Verfahren bisher h 
nur das erste gefunden. Man darf die Leistungsfähigkeit di 


dieser und der iibrigen nicht rn weil man etwa d 
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Tabelle 9 
| MeBbereich (a,= konv. 
Verfahren | Meßprinzip Auflösungsvermögen 
1. Michelson- Doppelspalt; V = 0 
Gerhardt * 13) 
2. Pokrowski '*) Polarimetrie einer V ay 
analogen Größe 
3. Danjon °) Jamin-Interferometer 
Messung von V Per 
t be- 4. Gans-Spenke * '5) Lage der Maxima a, x Ay 
um- > 
5. Ronchi *4) Kreisgitter a,> 
auf 6. Bechmann ?) Doppelspalt; Null- ta 
stellen der Gesamt- 
intensität 
Ings- = 
7. Kühne 7%) Doppelspalt; a, 
daß Messung von V MS 5 
8. Böhme °) Kreisring; 
Messung von V „<=. 
9. Böhme-Münster a) Extrafokaler Kipp- < 
effekt bei Variation % 
"beit der Beleuchtungs- 
rtur 
cher 
aunt er b) Ausmessen extra- <= 
P fokularer Beugungs- % 
aren ; ringe 
10. Miinster V=0 durch Varia- ne 
bst- hy tion der Beleuch- >. 
gen tungsapertur. F 2 
Doppelspalt, Kreis- 
Doppelapel, 
Jaus ist 
bei nur Objekte von mindestens der halben Größe des konven- 
nen tionellen Auflösungsvermögens ausmessen kann. Denn selbst 
der bei Erfüllung der Abbeschen Bedingung für das Auflösungs- 
zur vermögen ist an eine geometrische Ausmessung nicht zu 
eht. denken; diese setzt eine gewisse Ähnlichkeit der Abbildung 
ser- voraus, die erst bei etwa dreifacher Beobachtungsapertur vor- 
gibt handen sein kann. Immerhin kommt man noch längst nicht 
und bis zu der Größenordnung ultramikroskopischer Teilchen, 
deren Messung technisch und wissenschaftlich von größtem 
her Interesse wäre. Da ergeben sich aber bereits unter den Be- 
keit dingungen des Modellversuches Schwierigkeiten: so scheitert 
twa die Sichtbarkeitsmessung in den meisten Fällen an den ge- 
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ringen Intensitäten der Minima. Man könnte sich dadurch 
helfen, daB man entweder statt der Sichtbarkeit die Intensi- 
tätsverhältnisse der Maxima photometriert oder das Bild mit 
einer fremden, konstanten Hilfshelligkeit überlagert, um über 
die Schwellenwerte der benutzten Photometer zu kommen. 
Bei der Umständlichkeit der Messung und den schwer kon- 
trollierbaren Beeinträchtigungen ihrer Genauigkeit wäre es 
aber weit zweckmäßiger, direkte geometrische Ausmessungen 
der Lage der Maxima vorzunehmen oder auf gewisse Kipp- 
effekte einzustellen. Gegenüber den in diesem Sinne von 
Spenke gemachten Vorschläge sind wesentliche Fortschritte 
wohl nur von einem extrafokal arbeitenden Verfahren zu er- 
warten, bei dem entweder die Beleuchtungsapertur variiert 
oder die Lage der Maxima oder etwa auch die Intensitäts- 
verhältnisse bei festen Daten des abbildenden Systems aus- 
gemessen werden. Freilich müßten derartige Verfahren fast 
immer mit empirischen Eichkurven operieren, teils wegen der 
großen Unübersichtlichkeit der Formeln, teils um alle Eigen- 
tümlichkeiten und Fehlerquellen des benutzten Systems mit 
zu erfassen. Die Aufstellung einer derartigen Eichkurve muß 


allerdings umständlich durch mittelbare Größenbestimmung 
erfolgen, ist aber nur eine einmalige Arbeit. Versuche in 


dieser Richtung sind beabsichtigt. 

Zu den schon unter idealisierten Verhältnissen auftretenden 
Schwierigkeiten tritt noch der Einfluß der komplizierteren 
Objektformen und Ausstrahlungsdiagramme auf das Bild. Be- 
kanntlich ist das unähnliche Bild immer in dem Sinne viel- 
deutig, daß bei der Größenbestimmung die Form bzw. die 
Helligkeitsverteilung des Objektes bekannt sein muß.'!2) Man 
hat aber verschiedene Hilfsmittel in der Hand, wenigstens 
angenähert die Form ultramikroskopischer Objekte zu be- 
stimmen, z. B. die Azimutblende. Andererseits kann man 
gerade die bei Vergrößerungen der Beleuchtungsapertur auf- 
tretenden Veränderungen in dem Sinne deuten, daß das Aus- 
strahlungsdiagramm des Objektes ausgeglichen und damit 
vorzugsweise die Einflüsse der Objektstruktur zugunsten der 
Einflüsse der ObjektgréBe unterdrückt werden. Auf diesen 
Gegenstand soll hier nicht weiter eingegangen werden. 


Zusammenfassung 


1. Das Äquivalenzprinzip in schärfster Fassung wird for- 
muliert und die theoretischen Beziehungen für die unähnliche 
Abbildung eines nichtselbstleuchtenden und eines selbst- 
Spaltes durch einen 
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urch 2. Eine Apparatur wird beschrieben, mit der sich für 

ensi- visuelle Beobachtung der Stellen verschwindender Sichtbarkeit 

mit und verschwindender Intensität und photographischer Messung 
über der Sichtbarkeit der Übergang vom reinen Nichtselbstleuchter 
men. zum Selbstleuchter unter genau definierten Bedingungen rea- 
kon- lisieren läßt. 

es 3. Es wird an zwei Vorversuchen das Dissonanzphänomen 
igen am Spalt bei Fraunhoferscher und Fresnelscher Beugung 
ipp- untersucht. Aus dem letzteren läßt sich eine allgemein ver- 
von wendbare Meßmethode entwickeln. 

ritte 4. Die von der Theorie fiir den reinen Nichtselbstleuchter 

er- geforderten Nullstellen der Gesamtintensität in Abhängigkeit 
iiert von ObjektgréBe und Doppelspaltabstand und der Sichtbarkeit 
äts- in Abhängigkeit von der Schiefe der Beleuchtung werden 

gefunden. 

fast 5. Die Nullstellen der Sichtbarkeit in Abhängigkeit von 

der Objektgröße, Beleuchtungs- und Beobachtungsapertur werden 

en- bestimmt und dabei der stetige Ubergang vom Nichtselbst- 
mit leuchter zum Selbstleuchter quantitativ festgelegt. 

nuß 6. Das Aquivalenzprinzip in seiner schärfsten Formulierung 

ung wird bestätigt, so daß nur bei sehr kleiner Beleuchtungs- 

in apertur die reine Nichtselbstleuchterabbildung verwirklicht 

werden kann und andererseits der Übergang zur Selbstleuchter- 

den abbildung sich innerhalb weniger Vielfachen des durch das 
ren Aquivalenzprinzip gegebenen kritischen Wertes der Beleuch- 
Be- tungsapertur vollzieht. 
iel- 7. Auf diese so erhaltene Kurve läßt sich ein interfero- 
die metrisches Verfahren aufbauen, bei dem wieder der einzige 
fan variable Parameter die Beleuchtungsapertur ist. Der Meb- 
ans bereich dieser Methode ist bei festem Doppelspaltabstand auf 
be- Objekte beschränkt, deren Größe zwischen den halben und 
an dem vollen Auflösungsvermögen liegt; bei Verwendung eines 
uf- Satzes von Doppelspalten oder Kreisringen ist er derselbe, wie 
1S- bei der Gerhardtschen Methode. 

nit 8. Die heute verfügbaren interferometrischen Methoden 

ler für das Mikroskop werden diskutiert. 

” Die Untersuchungen wurden im Institut für wissenschaft- 
liche Mikroskopie und angewandte Optik der Universität Jena 
(Direktor Prof. F. Jentzsch) vorgenommen. Wesentliche An- 

er regungen verdanke ich den Diskussionen mit Hrn. K. Kühne, 

he mit dem gemeinsam auch orientierende Versuche im Zeiss- 
te werk vorgenommen wurden. 
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Die ebene kompressible Potentialstrémung 
als Variations- und Eigenwertproblem') 


Von Gerhard Braun 
(Mit 8 Figuren) 


Inhalt: Ziel der Arbeit. — I. Die Methode: § 1. Die grund- 
legende Differentialgleichung; § 2. Überblick über bisherige Lösungen; 
$3. Herleitung des Variationsproblems; $ 4. Überschlagsmäßiger Ver- 
gleich zwischen kompressibler und inkompressibler Unterschallströmung; 
$5. Das linearisierte Problem; $ 6. Vorbereitungen zur direkten Behand- 
lung des linearisierten Problems; $ 7. Eigenwert und Eigenlösung des 
linearisierten Problems. — II. Beispiele: § 8. Die Strömung um den 
Kreiszylinder; § 9. Wellen in der Parallelstrémung durch einen geraden 
Kanal. — Zusammenfassung. 


Häufig benutzte Bezeichnungen tits 


x, y = Rechtwinklige Koordinaten der Strömungsebene. 
r, # = Polarkoordinaten der Strömungsebene. 
u, v = Geschwindigkeitskomponenten in x- und y-Richtung. 
w= 
U = Geschwindigkeit der ungestörten Strömung (im Un- 
endlichen). 


? = Verhältnis der spezifischen Wärmen. 


a* = kritische Schallgeschwindigkeit. Ko 


- a* = Maximalgeschwindigkeit. 


p = Druck. 
Poy 20) Ay, Wy = entsprechende Größen in einem zur Normierung 
benutzten Punkte. 
eet) ® = Geschwindigkeitspotential der kompressiblen Strö- 
mung. 
ER ®, = Geschwindigkeitspotential der entsprechenden in- 
kompressiblen Strömung. 
®,=® — ®, = Beitrag der Kompressibilität zum Geschwindigkeits- 
potential. 
9, w = Geschwindigkeitspotential und Stromfunktion der 
entsprechenden inkompressiblen Strömung. 
L. Prandtl. 


1) Géttinger Dissertation, Referent: Prof. Dr. 
Annalen der Physik. 
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Ziel der Arbeit 


Seit langem sind die beiden folgenden experimentellen 
Tatsachen bekannt: 

1. Bewegt man einen Körper mit wachsender Geschwindig- 
keit w durch ein kompressibles Gas, so steigt der auf das 
Quadrat der Geschwindigkeit bezogene Widerstand W bei Er- 
reichung der Schallgeschwindigkeit a außerordentlich stark an, 
Die Form der Kurve, die 
.Wjw? als Funktion von w 

_ darstellt (vgl. Fig. 1), fordert 
oF geradezu einen Vergleich mit 
einer Resonanzkurve heraus.’) 

2. Strémt Gas durch 
eine Diise, die in bezug auf 

4 ——; ihren engsten Querschnitt 
Fig. 1. Widerstand eines Spitz- symmetrisch gebaut ist, 80 
geschosses nach Cranz-Becker herrscht in Punkten, die zu 
dieser Ebene symmetrisch 
liegen, gleiche Geschwindigkeit, solange die Geschwindigkeit im 
engsten Querschnitt unterhalb der Schallgeschwindigkeit bleibt. 
Wird aber hier die Schallgeschwindigkeit erreicht, so expandiert 
das Gas hinter dem engsten Querschnitt und in symmetrisch 
liegenden Punkten herrschen nicht mehr die gleichen Geschwin- 
digkeiten. Es liegt folgende Deutung nahe: Bei Erreichung der 
Schallgeschwindigkeit besitzt die den Vorgang beherrschende 
Differentialgleichung einen Eigenwert, und es tritt dann zu der 
schon vorhandenen symmetrischen Strömungsform eine un- 
symmetrische hinzu, die einer Eigenlösung entspricht. 

Es scheint daher nicht aussichtslos zu sein, die die kom- 
pressible Strömung beherrschende Differentialgleichung auf 
möglichst allgemeiner Grundlage nach dem Vorhandensein von 
Eigenwerten zu untersuchen. Das soll im folgenden geschehen. 
Der Weg wird über die direkten Methoden der Variations- 
rechnung führen. Dabei ergibt sich Gelegenheit zur Entwick- 
lung einer meines Wissens noch nicht benutzten Methode zur 
Berechnung kompressibler Strömungen, deren Brauchbarkeit an 


zwei Beispielen gezeigt werden soll. “| 


I. Die Methode 
§1. Die grundlegende Differentialgleichung 
Meine Ausführungen sollen sich auf ebene, wirbelfreie und 
stationäre kompressible Strömungen idealer Gase beschränken. 


1) Vgl. H. Lorenz, Die Abhängigkeit des Luft- und Wasserwider- 
standes von der Geschwindigkeit (Phys. Z 18. S. 209— 214. 1917). 
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‘Da es sich in dieser Arbeit um Strömungen handeln soll, deren 
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Von Reibung und Wärmeleitung sehe ich ab. Es gilt dann 
die Kontinuitätsgleichung in der stationären Form: 


6 (eu) ölov) _ 
(1) ox ey 


die Eulerschen Bewegungsgleichungen ohne Zähigkeitsglieder: 


ou AR dv 
die Wirbelgleichung: 

ou dv 
8) öy ax 
und die Zustandsgleichung des Gases: 
= 

(4) P= Po | 


Geschwindigkeiten in der Umgebung der Schallgeschwindigkeit 
liegen, so werde ich durchweg adiabatische Zustandsänderungen 
annehmen, also der Größe x dieser Gleichung einen Wert + 1 
beilegen. 

Das Fehlen von Wirbeln berechtigt zur Einführung des 
Geschwindigkeitspotentials ® durch die Gleichungen: 
| by 
Aus dem simultanen Gleichungensystem (1) und (2) stelle ich 
unter Benutzung der Definitionsgleichung für die Schall- 


geschwindigkeit a [a?= Zz durch Elimination von o und p 
eine einzige Gleichung her, die nur noch die Ableitungen 
von ® enthält. Diese lautet unter der Voraussetzung, daß 
a+0 und 9 +0: 

6) 20,9, 0. 


Da auf dieser Gleichung die vorliegende Arbeit aufgebaut ist, 
soll sie als Grundgleichung bezeichnet werden. 

Die Abhängigkeit der Schallgeschwindigkeit a von den 
Ableitungen von ® liefern die Definitionsgleichung der Schall- 
geschwindigkeit und die Bernoullische Gleichung im Verein 
mit der Zustandsgleichung des Gases in der Form: 


(7) a?= a,?+ (w— w?) = a,?+ (w,?— ®,?— 


Dieser Ausdruck ist also in die Grundgleichung (6) noch ein- 


= 
ellen 
ndig- 
das 
| 
an, é 1 dp 
di dy a 
auf 
hnitt 
zu 
isch 
t im 
eibt. 
~ 
liert 
isch = 
win- 
der 
nde 
der 
un- 
om- 
auf 
von 2 
en. = 
ck- 
zur 
an 
nd 
7). 


648 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 15. 1932 


Eine wesentliche Eigenschaft der Grundgleichung ist die, 
daß sie für die in der Physik vorkommenden Gasgesetze von 
gemischtem Typ ist. 

Man nennt eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 


eine elliptische, wenn 


hyperbolische, wenn 


und eine parabolische, wenn 
B?*-AC=0 


ist. Überträgt man diese für lineare Gleichungen gebildete Bezeichnungs- 
weise formal auf unsere nichtlineare Grundgleichung, so wir 


d 
| 
und dieser Ausdruck ist für 
Sy 


# 


fiir 
®,?+®,?> a*(w) positiv. 
Wir haben es also im Unterschallgebiet mit einer Gleichung vom ellipti- 
schen, im Überschallgebiet mit einer vom hyperbolischen Typ zu tun, 
so daß die Grundgleichung im Gesamtgebiet von gemischtem Typ ist. 
Die kritische Geschwindigkeit a*, bei welcher der Typ der 
Grundgleichung wechselt, läßt sich aus Gl. (7) sofort angeben, 
wenn man dort w=a* setzt und nach a* auflöst. Man erhält 
2 
(8) 
a* ist eine Konstante und stellt jene Schallgeschwindigkeit dar, 
die in solchen Punkten herrscht, in denen Schall- und Strö- 
mungsgeschwindigkeit übereinstimmen. Unter Benutzung der 
Konstanten a* kann man Gl. (7) in die Form kleiden: 


1 
w?, 


„2 


Man sieht aus dieser Gleichung unmittelbar, daB es eine maxi- 
male Geschwindigkeit w, gibt, bei der die Schallgeschwindig- 


keit a, und, da a=const-9 ? mit einem «>1, auch die 
Dichte o Null wird. w, ist gegeben durch ee a 
+1 
10) w= — a*?, 


in denen die Geschwindigkeit unterhalb w, liegt. 
Die Randbedingungen sind die der reibungslosen Flüssig- 
keiten: Es muß auf den mit Stromlinien zusammenfallenden 
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Grenzen J’ des Strémungsbereiches G die Ableitung des Poten- 
tials ® nach der Normalen n Null sein. Außerdem ist auf der 
Eintrittskurve L,, die man zweckmäßigerweise als Orthogonal- 
trajektorie zu den Stromlinien wählt, die Normalableitung von ® 


dnung 
ungs- 
lipti- Fig. 2. Bezeichnungen am Strömungsbereich 
tun 
D ist. als Funktion der Bogenlänge s gegeben. Über die Geschwindig- 4 
der keitsverteilung auf der Austrittskurve Z, kann beim Auftreten 
ben von Überschallgeschwindigkeiten keine Aussage gemacht, werden. j 
hält L, stellt einen freien Rand im mathematischen Sinne dar. 
$2. Überblick über bisherige Lösungen é 

dar, Die Schwierigkeiten, die sich einer Lösung der Grund- yee 
trö- gleichung entgegenstellen, werden durch die nichtlineare Naffir _ Er 

der dieser Gleichung und durch den Wechsel ihres Typs!) in dm 


zu untersuchenden Gebiet verursacht. Wie man diese Schwierig- 
keiten bewältigen bzw. umgehen kann, zeigt ein Überblick über 
schon vorliegende Arbeiten. 

.xi- Lösungen, die auf der exakten Grundgleichung fuBen und 


lig- in Gebieten beiderlei Typs gelten, liegen vor von Taylor?) 
Hooker’), Th. Meyer‘) und Hirsch.) Taylor berechnet die 
die 
1) An Gleichungen von gemischtem Typ ist meines Wissens nur 
die Gleichung y ®,,+ ®,,= 0 erschöpfend behandelt worden; vgl. 
F. Tricomi, Atti d. R. Acad. d. Line. Bd. 14 (Rom 1924). 
2) G. J. Taylor, Aer. Res. Comt. Rep. and. Mem. No. 1381. 
= 0 3) §.G. Hooker, Proc. Roy. Soc. London A. 135. 8. 498 —511. 1932. 
en, 4) Theodor Meyer, Uber zweidimensionale Bewegungsvorgänge 


in einem Gase, das mit Uberschallgeschwindigkeit strémt. Dissertation 
Göttingen 1908. 

Ig- 5) A. Hirsch in A. Stodola, Dampf- und Gasturbinen, VI. Aufl., 
en §. 805—809. 1924. 
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ebene Strömung durch einen von zwei konvexen Kreisbögen 
begrenzten Kanal; Hooker gibt die Lösung für eine rotations. 
symmetrische Diise, deren Achsenschnitt aus den gleichen Kreis. 
bégen besteht. Beide arbeiten in rechtwinkligen Koordinaten 
mit einer Potenzreihenentwicklung. Th. Meyer und Hirsch 
erleichtern sich die Rechenarbeit dadurch, daß sie eine parti- 
kuläre Lösung herleiten und aus ihr die Stromlinien bzw. 
Ränder der Strömung bestimmen. Diese partikuläre Lösung 
gibt Meyer als Anfang einer Potenzreihe in x und y, Hirsch 
gibt sie in geschlossener Form mittels einer Parameterdarstellung, 
Die Grenzen der Meyerschen Strömung ähneln zwei mit den 
Scheiteln gegeneinandergekehrten koaxialen Parabeln, jene der 
Hirschschen Strömung ähneln zwei konfokalen, gleichseitigen 
Hyperbeln. 

Die exakte Grundgleichung ist ebenfalls der Ausgangspunkt 
für Untersuchungen von Steichen’) und Prandtl-Buse- 
mann?), die sich aber grundsätzlich auf das hyperbolische 
Gebiet beschränken müssen, da sie mit den Charakteristiken 
der Grundgleichung, die nur im hyperbolischen Gebiet reell 
sind, arbeiten. Das Verfahren von Steichen ist rechnerisch, 
das von Prandtl-Busemann zeichnerisch. 

Eine Länearisierung der Grundgleichung, bei welcher der 
Wechsel des Typs erhalten bleibt, nimmt Ackeret?) vor. Er 
beschäftigt sich mit der Strömung in einer Halbebene, die von 
einer sinusförmig gewellten Wand begrenzt wird. Wegen der 
Flachheit der Wellen ersetzt er die Grundgleichung durch: 


Da diese Gleichung konstante Koeffizienten besitzt, läßt sich 
ihre Lösung in geschlossener Form angeben. Sie hat zwar im 
Unter- und Überschallgebiet verschiedene Gestalt, Ackeret 
kann aber zeigen, daß beide Formen der Lösung für U=a, 
in dieselbe Grenzfunktion iibergehen, die allerdings infolge der 
Linearisierung unendliche Drücke an der Wand liefert. 
Vereinfachungen der Grundgleichung, die deren Typ ver- 
einheitlichen, liegen vor in den Arbeiten von Bateman‘), 


) A. Steichen, Beiträge zur Theorie zweidimensionaler Be- 
BIER Den in einem Gase, das mit Überschallgeschwindigkeit 
strömt. Dissertation Göttingen 1909. 


2) L. Prandtl u. A. Busemann in Wien-Harms, Handb. d. 
Exp. Phys. 4. 1. S. 421—431. Leipzig 1931. 


3) J. Ackeret, Helv. Phys. Act. 1. S. 301—322. 1928. 
4) H. Bateman, Proc. Roy. Soc. London A. 125. S. 598 
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Janzen!), Rayleigh?) und Taylor.*) Bateman benutzt den 
Kunstgriff, das Gasgesetz in der Form p=4— = (A und B 


positive Konstanten) anzunehmen, wodurch die Grundgleichung 
in die Gleichung der Minimalflächen übergeführt wird, die ja 
von rein elliptischem Typ ist. Janzen, Rayleigh und Taylor 
schreiben die Grundgleichung in der Form: 
zx yy 2atl “y yöy''z y 
und ersetzen alle auf der rechten Seite stehenden Glieder durch 
die entsprechenden Werte einer Näherungslösung ®,, behandeln 
also die Gleichung: 


Janzen und Rayleigh führen die Rechnung ohne technische 
Hilfsmittel durch und beschränken sich daher auf die Strömung 
um den Kreiszylinder bzw. um die Kugel. Taylor läßt sich 
die Rechenarbeit durch ein Experiment abnehmen, das die 
Analogie zwischen kompressibler Strömung und der Strömung 
von Elektrizität durch einen Elektrolyten in einem Becken von 
veränderlicher Tiefe benutzt. Er kann daher auch kompliziertere 
Profile als den Kreis behandeln und außerdem zu höheren 
Näherungen aufsteigen, die er dadurch erhält, daß er die durch 
das Experiment gefundene Lösung ®, zur Verbesserung der 
Funktion F, (x, y) benutzt. Er bricht das Verfahren ab, sobald 
neue Verbesserungen das Ergebnis nicht mehr merklich beein- 
flussen. Das Verfahren divergiert, sobald die Strömungs- 
geschwindigkeit an irgendeiner Stelle Schallgeschwindigkeit 
erreicht. Taylor glaubt den Grund hierfür in einer physi- 
kalischen Ursache suchen zu müssen, und zwar darin, daß von 
dieser Geschwindigkeit an eine Potentialströmung nicht mehr 
möglich sei. b 

Das Versagen des Taylorschen Verfahrens bei Überschall- 
geschwindigkeit läßt sich aber rein mathematisch dadurch er- 
klären, daß er einerseits ein Gasgesetz benutzt, das der Grund- 
gleichung gemischten Typ verleiht, daß er aber andererseits 
die Gleichung zwingt, von elliptischem Typ zu bleiben, indem 
er in ungeeigneter Weise über jene Glieder verfügt, die einen 
Wechsel des Typs herbeiführen. Hätte Taylor wie Bateman 
den Typ der Grundgleichung durch geeignete Wahl des Gas- 


1) O. Janzen, Phys. Ztschr. 15. S. 639—643. 1913. But 
2) Lord Rayleigh, Phil. Mag. Ber. [6] 32. S. 1—6. 1916. gr 
3) G.J. Taylor, Ztschr. f. angew. Math.-Mech. 10. 8.334— 345.190. 
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gesetzes vereinheitlicht, so hätte er zwar keine Übereinstimmung 
mit dem Experiment erwarten können, wäre aber auch im 
Überschallgebiet auf keine Konvergenzschwierigkeiten gestoßen, 


§ 3. Herleitung des Variationsproblems 

Um die kompressible Strömung auf Eigenwerte und Eigen- 
funktionen zu untersuchen, liegt es nahe, die Grundgleichung 
durch eine andere Gleichungsform zu ersetzen, die mehr auf 
Eigenwertsprobleme zugeschnitten ist, etwa durch einen 
Variationsansatz. 

Ich fasse daher die Grundgleichung (6) auf als Eulersche 
Gleichung (Variationsableitung) eines Variationsproblems von 
der Form df [Fe y, D,)dxdy=0 und suche dieses 


Variationsproblem zu bestimmen. Da die in der mathemati- 
schen Physik bisher behandelten Variationsprobleme die Ge- 


stalt fa 0 haben, d.h. ihr Integrand 


außer von x und y nur von der Quadratsumme der ersten 
Ableitungen der gesuchten Funktion abhängt, suche ich auch 
in diesem Falle mit dem Ansatz 


(11) = [Fwdrdy = 0 


zum Ziele zu gelangen. Hierzu gehört aber die Eulersche 
Gleichung 


6 (0G 6 (0G ö 12 ®, ö ‚,®, 
Sie geht nach Ausführung der Differentiationen und nach 


. wF” _ 
Division durch den Wert — =e» von dem ich voraus- 


setze, daß er von Null verschieden ist, über in 
w? F’ 2 w? F' 2 
)+®,,(- w F r-®, )-20,@,®, ,=0. 


Vergleich der Koeffizienten dieser Gleichung mit den Koeffi- 


zienten der Grundgleichung gibt für F(w) die totale Differen- 
tialgleichung 


Ihre Lösung ist unter Verwendung der Abkürzung — = 7: 
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Auf die Integrationskonstanten kommt es nicht an. Daher 
kann man das Variationsproblem unter Benutzung von Gl. (9) 
schreiben: 


(14) df far azay = 0. 


Diese Gleichung findet sich in ähnlicher Form schon in 
einer Arbeit von Bateman’), wird aber dort nicht weiter 
behandelt. Sie sagt aus, daß das Integral über die 2y*° 
Potenz der Schallgeschwindigkeit stationären Charakter hat. 


aividiert und 


dadurch die Werte w ausgeschlossen, fiir welche dieser Aus- 
druck Null wird. Jetzt zeigt sich, daß 


w F’ 4x | 


is ~ (x+1)? 
und dieser Ausdruck wird nur für w=w, Null. Daher ist 
der Gültigkeitsbereich des Variationsproblems (14) derselbe wie 
der der Grundgleichung. 


Im Laufe der Rechnung wurde durch 


Es bleiben noch die Bedingungen für die Regularität des Varia- 
tionsproblems aufzustellen, wodurch sich auch die Frage klärt, ob das 
Variationsintegral (14) ein Maximum, Minimum oder einen Sattelwert 
darstellt. Man braucht zu diesem Zwecke nur die Lösungsfläche ® (x, y) 
infinitesimal zu deformieren und nachzusehen, ob dadurch der Wert des 
Integrals vergrößert oder verkleinert wird. Da der Integrand im Bereich 
w< w, positiv definit ist, genügt es, eine Deformation an einer einzigen 
beliebigen Stelle (@,, y,) zu betrachten und die dadurch entstehende 
Änderung des Integranden F = (w„? — u? — v2)” zu untersuchen. Man 
kann dieselbe Methode benutzen wie in der Differentialrechnung, wenn 
es sich um die Entscheidung handelt, ob ein vorliegender stationärer 
Wert einer Funktion zweier Veränderlicher ein Maximum, ein Minimum 
oder einen Sattelwert darstellt. Auch hier ist das Integral bei positiver 
Diskriminante F,,, F,, — F2, ein Maximum oder Minimum, je nachdem, 


ob F,. negativ oder positiv ist, und bei negativer Diskriminante ein 
Sattelwert. Unter Benutzung der Abkürzung w„? — u? — v? = f(u, v) wird 


Fu=4ry - 1) ut Qy F,.= 4y(y— 


“+ 


F,, = 4y(y — 1) uv; =4 FT —u?— 


Man sieht sofort, daß die Diskriminante im Unterschallgebiet positiv, im 
Überschallgebiet negativ ist, und daß F,,, das man auch in der Form 


1) H. Bateman, Notes on a Differential Equation which7oecurs in 
the two dimensional Motion of a Compressible Fluid and the associated 
Variational Problem. Proc. Roy. Soc. London. A. 125. S. 598. 1929. 
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schreiben kann, im Unterschallgebiet negativ ist. Aus diesen Ergeb- 
nissen folgt: 
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Das Variationsproblem (14) ist im Unterschallgebiet re. 
gulär, im Überschallgebiet irregulär. Das Variationsintegral 
stellt im Unterschallgebiet ein Maximum, im Überschallgebiet 
einen Sattelwert dar. 

Die Randbedingungen sind die zur Grundgleichung ge. 
hörigen (S. 649). Sie sind auf den Rändern 7’ identisch mit 


den natürlichen Randbedingungen A =0 des Variations- 


problems, nicht aber auf der Eintrittskurve L,, wo = fis 
gegeben ist. 


Da die Eigenwerte, die in den geläufigen Variationsproblemen der 
mathematischen Physik auftreten, von sog. Lagrangeschen Faktoren 
geliefert werden, die bei Kombination von Vesiloosibensl und Neben- 
bedingungen zwecks Herstellung eines Variationsproblems ohne Neben- 
bedingungen verwendet werden, und mein Ziel in dem Nachweis des 
Vorhandenseins von Eigenwerten des Problems (14) besteht, so Pe es 
nahe, auch hier nach Nebenbedingungen zu fragen. Man sieht jedoch, 
daß zu unserem Problem (14) keine Nebenbedingungen hinzufügt werden 
dürfen, da sonst die Grundgleichung aufhören würde, die zugehörige 
Eulersche Gleichung zu sein. 


$4. Überschlagsmäßiger Vergleich zwischen kompressibler 
und inkompressibler Unterschallströmung 
Ohne das Variationsproblem zu lösen, kann man bei ge- 
wissen Randbedingungen die kompressible Unterschallströmung 
mit der entsprechenden inkompressiblen überschlagsmäßig 
vergleichen. Zu diesem Zwecke schreibe ich das Variations- 
problem (14) in der Form: 


(15) Sf (1 -- dz = Max., 


entwickle den Integranden in eine Potenzreihe, lasse die Kon- 
stante fort, klammere (w/w,)? aus und erhalte nach Multi- 
plikation mit w3, 
2 w \2 w\4 \ 

(16) — +... |dedy = Mie 
Das Variationsproblem fiir kompressible Strémung unterscheidet 
sich also von dem für inkompressible Strömung geltenden 
Dirichletschen Problem, das man ja aus (16) durch den 
Grenzübergang w,—»oo erhält, dadurch, daß das Gewicht, 
mit dem das Quadrat der Geschwindigkeiten in Rechnung zu 
setzen ist, nicht mehr konstant ist für alle Geschwindigkeiten. 
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Die Gewichtsfunktion ist positiv definit und nimmt für kleine 
Geschwindigkeiten w größere Werte an als für große w. Für 


den Fall y = 3 ist sie G, ())- 3—3 (=y's Sy, d.h. 


Wm 
eine nach oben geöffnete Para- 
bel mit =) = 4 als Achse 
(Fig. 3). In dem physikalisch be- 
deutungsvollen Bereich w < w,, 
fällt G monoton für alle y. 

Es sei nun auf der Eintritts- 
kurve L, die Geschwindigkeit nach 
Größe und Richtung konstant 
=U. Die von dem Dirichlet- 
schen Problem beherrschte in- 
kompressible Strömung möge im Physikal 
betrachteten Bereich eine un- | reich 
gleichförmige Geschwindigkeits- 
verteilung ergeben, so daß in 


7 


einem Gebiet B Geschwindig- 2 
keiten auftreten, die alle oberhalb Fic. 3. Gewichtsfunkti 
hU liegen (vgl. Fig. 4). h sei eine = ee re 


Zahl größer als Eins. Das Mini- 
mumproblem mit konstanter Gewichtsfunktion hat es also nicht 
vermocht, im Gebiet B die Geschwindigkeit unter AU herab- 
zudrücken. Diese Geschwindigkeitsverteilung vergleiche ich 
mit der für kompressible Strömung, von der ich voraussetze, 


I 


Fa: Fig. 4. Ein idealisierter Fall zu § 4 


daß sie auf L, dieselben Geschwindigkeiten habe wie die in- 
kompressible Strömung. Die Gewichtsfunktion G denke ich 
so normiert, daß sie für Geschwindigkeiten vom Betrage U 
den Wert 1 hat. Da hier die großen Geschwindigkeiten mit 
geringerem Gewicht als 1 versehen werden, wird es dem 
Minimumproblem (16) erst recht nicht gelingen, die hohen Ge- 


schwindigkeit eiches B herabzudrücken. Es wird 
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also die größte Geschwindigkeit der kompressiblen Strömung 
nicht unterhalb der höchsten Geschwindigkeit der entsprechen- 
den inkompressiblen Strömung liegen, und Schallgeschwindig- 
keit an der Kontur bei kompressibler Rechnung bereits für 
kleineres U auftreten, als bei inkompressibler. 

Die Ergebnisse dieser Überlegung werden von der unten 
durchgeführten Berechnung der Umströmung eines Kreis- 
zylinders bestätigt. Es sei aber ausdrücklich hervorgehoben, 
daß solche Überlegungen nur so lange gelten, wie das Varia- 
tionsintegral (16) ein wirkliches Minimum ist, also nur im 
Unterschallgebiet. 


$5. Das linearisierte Variationsproblem 3 


Die Schwierigkeiten, die bei einem Versuch, die eingangs 
gestellte Aufgabe unter Zugrundelegung des Variationsproblems 
in der exakten Form (14) zu lösen, auftreten, sind zu groß, 
als daß sich ein Versuch, sie zu überwinden, lohnte. Daher 
nehme ich eine Linearisierung des Problems vor. Ich will 
dabei unter einem linearen Variationsproblem ein solches ver- 
stehen, dessen Eulersche Gleichung linear ist. 

Es sei eine Näherung ®, (x,y) der exakten Lösung ®(z, y) 
bekannt. ®, möge alle Randbedingungen erfüllen. Dann 
setzeich®=®, + ®,, führe die Potenzierung im Integranden 
von (14) aus, lasse die Terme, die ®, nicht enthalten, fort, 
was ja keine Änderung des Variationsproblems bedeutet, und 
streiche von den übrigen Gliedern alle die, die höhere als 
zweite Potenzen von ®,, und ®,, enthalten. So entsteht 
das linearisierte Problem: 


Pi. [2 (®,,®,, + ®, ,®, ,) 
+ 03,42 (7 — 1) 


4 2 
\ da dy = stat. 


Die zugehérige Eulersche Gleichung ist, wie man aus 
der Diskriminante des Integranden sieht, von gemischtem 


Typ. Setze ich zur Abkürzung wi, — @j, — = (zy); 
O,=%; O,,=4u,; ®,,=%,, so lautet der 
Integrand: 
F (a, y, u, ,v,) = — fir"! (2(u, uy + 0, 0,) + u} + v}) 
+ 2(y — (uy + 2) 
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mung und es wird ee. 
indig- (178) Fun‘ Fan — Fin = 4f? +0?) )- 
Die Eulersche Gleichung wechselt also ihren Typ, wo 
unten die Näherungslösung ®, gerade Schallgeschwindigkeit ergibt. eee 
‘reis- Dort hört aber auch der Integrand des linearisierten Problems Fai = 
oben auf, definit zu sein. Denn der Integrand des vereinfachten  —— 
aris. Problems ist eine quadratische Form in u, und v, und ihre — 2) 2 
r im fir die Definitheit maBgebende Diskriminante ist identisch Fi 
mit der Diskriminate (17a), die über den Typ der Eulerschen | oa 
= Gleichung entscheidet. Beim nichtlinearen Problem (14) ar PR 
die Grenze der Regularität die Schallgrenze der lösung @, 
E die Grenze der Definitheit lag aber erst dort, wo ® die a 
zangs Maximalgeschwindigkeit w, liefert. Durch die Linearisierung 
wird bewirkt, daB beide Grenzen zusammenfallen und mit der 
groß, Schallgrenze der Näherungslösung identisch werden. 5 —_ Er 
Jaher Daher ist die Wahl der Näherungslösung ®, wesentlich — 
will für die Reichweite des linearisierten Problems. Will man = = © 
; ver- eine Lösung erhalten, die bis zu ihrer Schallgrenze und mög- > A 
lichst noch darüber hinaus gültig bleibt, so darf man nur u 
(x, y) solche Näherungen verwenden, deren Überschallgebiet kleiner 9 
Dann ist als das Überschallgebiet der gesuchten Lösung. Diese Be- a 
inden dingung erfüllt nach den überschlagsmäßigen Abschätzungen Bei 
fort, des $ 4 das Potential der inkompressiblen Strömung. Es soll Re. 
, und daher im folgenden immer als Näherung ®, (x,y) benutzt u 
e als werden. 
steht Einen Hinweis darauf, wie weit das linearisierte Problem a 
eine brauchbare Näherung des strengen darstellt, erhält man, a 
wenn man das Verhältnis der im Integranden mitgenommenen : 
zu den gestrichenen Termen berechnet. Es wird dieses für 
den auch später zu behandelnden Fall y = 3 eine Potenzreihe, Bi 
die folgendermaßen beginnt: er 
¢ 2 2 ) 
2 1 + Terme in 
3 (w2,— w,?) 2 w, 
aus wobei Yu,?+ v,2 = w, und Yu,?+ v,? = w, gesetzt wurde. 
‚htem Die Vernachlässigung bleibt ‘also auch bei Schallge- 4 
3 schwindigkeit von der GréBenordnung w,?/w,? 3 
(xy); 2 
der 
$6. Vorbereitungen zur direkten Behandlung 
des linearisierten Variationsproblems 
Das linearisierte Problem (14) soll nun mittels des direkten, __ > 
d.h. nicht auf die Eulersche Gleichung 
‘ 
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Verfahrens von Ritz!) behandelt werden. Dieses Verfahren 
besteht darin, daß man nach Übergang zu einer neuen ab- 
hängigen Veränderlichen, für welche die Randbedingungen 
homogen sind, sich ein vollständiges System von linear-unab- 
hängigen Funktionen [3 herstellt, von denen jede einzelne 
die homogenen Randbedingungen erfüllt, und dann die ge- 
suchte Funktion ®, im Variationsintgral durch eine Reihe 


(18) > > 


m=0 n= 


ersetst, 
Dadurch wird aus dem Variationsproblem eine gewöhnliche 
Extremumsaufgabe mit MN Veränderlichen. Zur Bestimmung 
der Koeffizienten a, dienen die MN Gleichungen 


(19) (Var.-Integral) = 0. 


"9 
Ginn 
Fiir lineare Variationsprobleme sind diese Gleichungen linear, 

Ich beschränke mich jetzt auf solche Fälle, in denen der 
Einfluß der Kompressibilität auf dem Eintrittsquerschnitte L, 
verschwindend klein ist (Fig. 2), d.h. auf Fälle, für welche 
die Geschwindigkeitsverteilung auf L, gleich jener ist, die sich 
hier bei inkompressibler Strömung einstellen würde. Mathe- 

matisch heißt dieses: Verlangt man, daß auf L, die Normal- 
ableitung von ® gleich der Normalkomponente der ent- 
sprechenden inkompressiblen Strömung wird, so wird die 
Tangentialableitung von ® auf L, in gewissen Fällen, die 
jetzt allein in Betracht gezogen werden sollen, gleich der 
Tangentialgeschwindigkeit der entsprechenden inkompressiblen 
Strömung. In diesen Sonderfällen genügt die Näherungs- 
lösung ®, von $5 schon allen Randbedingungen, und es 


bleiben für ®, nur die homogenen Randbedingungen = =f 


auf allen Rändern übrig. Der Übergang zu einer neuen ab- 
hängigen Veränderlichen ist also nicht erforderlich. Zur 
Beschaffung eines den Randbedingungen genügenden Funktionen- 
systems liegt es nahe, den Strömungsbereich durch eine kon- 
forme Abbildung in ein Rechteck einer @, w-Ebene über- 
zuführen. g = g(z,Yy); w= w(z,y) sei diese konforme Ab- 
bildung und sie führe den Strömungsbereich in das Rechteck 


1) W. Ritz, Über eine neue Methode der Lösung gewisser Varia- 
der mathematischen Crelles Journ. 135. 8. 1—61. 
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Das Funktionensystem »,„ baut man dann in der üb- 
lichen Weise derart aus zwei vollständigen Systemen 9,(Y) 
und h,(y) zusammen, daß man = 9, (y)h,(y) setzt. 
Für die weiteren Entwicklungen geeignet ist das den Rand- 


bedingungen =0 auf g und =0 auf y=y, 
=y, genügende, im Bereiche 9, <p=g,, 
vollständige System 


Le = 

Für die folgende Untersuchung ist es wesentlich, daß ich 
zur Erfüllung der Randbedingungen immer nur gerade bzw. 
ungerade Potenzen von g zu einem Individuum des Sytems g,, 
vereinigt habe und nicht etwa g, = mr 
habe, wodurch die Randbedingungen ebenfalls befriedigt worden 
waren. 

Zu beachten ist, daB man auch bei Untersuchung von 
Strömungsbereichen, die eine die Stromlinien senkrecht schnei- 
dende Symmetrieachse AA (Fig. 2) besitzen, ein in p voll- 
ständiges System g,(g) und nicht etwa nur ungerade Funk- 
tionen gom4 ; verwendet, da man sonst die Randwerte auf dem 
Austrittsquerschnitt L, gleich den Randwerten auf dem Ein- 
trittsquerschnitt L, machen und damit Randbedingungen fest- 
legen würde, die nur für Unterschallströmung gelten. Außer- 
achtlassung dieses Sachverhaltes ist mit ein Grund, warum 
frühere Untersuchungen nicht zu Eigenfunktionen geführt 
haben. 

Für die weitere Rechnung ist es am bequemsten, das 
Variationsproblem auf g und yw als unabhängige Variable 


gesetzt 


-U oy 
umzurechnen. Da ®, = Ug(a,y) und 
so führt diese Umrechnung Gl. (17) in folgende Form über 


Pe Ws j u | 
| ff (2U0,, 401,403) 


Fi Yı 
| + 2(y—1)(wi, — U? D)jr-?U?D @;, | dpdy=stat. 


Das Problem ist hiermit in eine Gestalt gebracht, an der 
man die Weitläufigkeit der numerischen Rechnung eines vor- 
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fe gelegten Problems sofort beurteilen kann. Entscheidend ist 
hierfür nur die Kompliziertheit der Funktion 


Die Konvergenz des Ritzschen Verfahrens ist im 
Regularititsbereich durch allgemeingültige Beweise gesichert, 
RI wie sie z.B. von Haar!) und Rado?) geliefert worden sind, 
Durch die geeignete Wahl von ®, erhalte ich also mathematisch 
‚gesicherte Aussagen über ®, auch in einem Gebiet, in dem 
 ®=®, + ®, schon Überschallgeschwindigkeit ergibt, aber 
noch, nicht ®, allein. Dieser mathematisch gesicherte Teil 
des Überschallgebietes kann allerdings nicht groß werden, da 
sonst ®, keine brauchbare Näherung darstellt. 


$7. Eigenwert und Eigenlösung des linearisierten Problems 


Die in der Einleitung aufgeführten physikalischen Er- 
scheinungen bei hohen Geschwindigkeiten, durch welche die 
vorliegenden Untersuchungen angeregt wurden, sind im wesent- 
lichen davon unabhängig, ob der Strömungsbereich eine 
Symmetrieachse besitzt, die die Stromlinien senkrecht schneidet. 
Daher setze ich im folgenden für den Strömungsbereich diese 
Symmetrieeigenschaft voraus. 

Die bei der Bezifferung der Linien gy = const noch freie 
Konstante wähle ich so, daß die Symmetrieachse die Linie 
g =(0 wird. Dann ist die Funktionaldeterminante D (q, w), 
die ja nur den Maßstab angibt, in dem ein Flächenelement 
der x, y-Ebene vergrößert werden muß, um auf das ent- 
sprechende Element der gw, w-Ebene zu passen, wegen dieser 
Symmetrieeigenschaft eine in gm gerade Funktion. Geht man 
mit dem Ansatz (18) und (20) für ®, in das Integral (21) ein, 
so erhält man nach Ausführung der Integration eine Bilinear- 


form in den a,,,- Die in a, linearen Glieder haben als 


Koeffizienten 
+9ı Ys a = 
-2[ [wi U®Dy h,dgdy. 
- Vr 
Da der Faktor (wi, — U®Djr-! eine in g gerade Funktion ist, 
wird der Koeffizient von a,,, immer dann Null werden, wenn 


1) A. Haar, Über das Plateausche Problem. Math. Ann. 9. 
S. 124—158. 
2) T. Rado, The Problem of the least area and the Problem of 
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dg„/dy eine ungerade Funktion ist. Ebenso zeigt sich, daß 
die Koeffizienten aller gemischt-quadratischen Glieder, die die 
Form a,, „4, „4+1,, haben, also einer Kopplung zwischen geraden 
und ungeraden Funktionen g, entspringen, verschwinden. Daher 
zerfällt das aus (21) durch Differentiation nach den a, ent- 
stehende lineare Gleichungensystem (19) in zwei voneinander 
unabhängige Systeme, ein inhomogenes (J) und ein homogenes (H'\. 
Das homogene System gehört zu den geraden Funktionen ga; (Y), 
das inhomogene zu den ungeraden 9; -ı(Y). 

Das homogene System (H) besitzt nur dann nicht- 
verschwindende Lösungen, wenn seine Determinante Ay(Ü) 
verschwindet. Die gesuchte Lösung ®, wird daher im all- 
gemeinen nur aus der Lösung des inhomogenen Systems (J) 
bestehen, also ein Strömungsbild liefern, das zur Symmetrie- 
achse symmetrisch ist. Nun enthält aber die Determinante 
Ay(U) des Systems (H) den Parameter U. Ay(U) = 0 ist eine 
algebraische Gleichung 2 Nten Grades für U?, wenn beispiels- 


weise y = 3 gesetzt wird. Wenn diese Gleichung 


(23) Ay (U) =0 


eine Wurzel Uy, x besitzt, die bei unbegrenzt wachsendem N 
gegen eine unterhalb a* liegende Grenze U, strebt, so hat das 
homogene System (H) für diesen diskreten Wert U = U, nicht- 
trivale Lösungen, die im physikalisch sinnvollen Bereich liegen 
und zu = 0 gegensymmetrische Geschwindigkeiten liefern. 
Dieser Wert U, besitzt also die Eigenschaft eines Eigenwertes 
und die bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Lösung 
von (H) muß dementsprechend als Eigenfunktion angesprochen 
werden. Die Größe des Eigenwertes hängt in komplizierter 
Weise von den Randbedingungen ab und ist in jedem Einzel- 
falle besonders zu bestimmen. 

Das linearisierte Problem liefert also folgende Darstellung 
der kompressiblen Strömung: Das Stromlinienbild ist bei 
Vorhandensein einer die Stromlinien senkrecht schneidenden 
Symmetrieachse im allgemeinen zu dieser Achse symmetrisch. 
Wenn jedoch der Parameter U genau gleich dem Eigenwerte 
U, ist, tritt zu dieser symmetrischen Lösung noch eine un- 
symmetrische Eigenlösung hinzu, die jedoch nur bis auf einen 
Faktor bestimmt ist. 

Diese Beschreibung entspricht noch nicht vollkommen 
dem physikalischen Geschehen, das durch das nichtlineare 
Problem beherrscht wird. Tatsächlich sind die unsymmetrischen 
Lösungen von der Art unserer Eigenlösung für alle Werte 
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den diskreten Wert U, allein. Außerdem ist das Auftreten 
eines freien Faktors bei der unsymmetrischen Lösung im 
nichtlinearen Problem nicht zu erwarten; die vorgenommene 
Linearisierung stellt eine Befreiung des Problems von den 
inneren Bindungen dar, die für eine Kindeutigkeit der 
Lösung oberhalb des kritischen Wertes U, sorgen. 

Die Unterschiede zwischen dem experimentellen Befund 
und den Aussagen des linearisierten Problems der kompressiblen 
Strömung entsprechen durchaus dem Unterschied zwischen 
den Ergebnissen des Knickproblems für den zentrisch be- 
lasteten Stab von der Länge 2/ auf Grund der nichtlinearen 
und der linearisierten Glei- 
chung. Unserm Parameter U 
entspricht dort die Last Q, 
dem Eigenwert U, die kleinste 
Knicklast Q@,, der Eigen- 
funktion die elastische Linie 
und unserer freien Konstan- 
ten der Biegungspfeil f. Die 
strenge Theorie liefert für 
den Zusammenhang zwischen 
dem Biegungspfeil f und der 
Last Q eine Funktion, die 
bis zur Knicklast Q, iden- 
tisch Null ist, dort aber 
mit senkrechter Tangente an- 
steigt. Von dieser Funk- 
@ tion f(Q) gibt die auf den 

Fig. 5. Der Biegungspfeil f linearisierten Gleichungen 
aufgebaute Theorie nur noch 


08 


06 


04 


a die Achse f= 0 und die 
senkrechte Tangente in Q=Q, wieder. Auch hier tritt die 


Eigenfunktion nur in dem diskreten Punkte 9 = Q, auf 
und ist mit einer freien Konstanten behaftet. Die Analogie 
ist vollkommen. Daher ist auch in unserm Fall zu erwarten, 
daß bei Behandlung der Aufgabe auf Grund der nichtlinearen 
Gleichung an die Stelle der freien Konstanten des linearisierten 
Problems eine Funktion des Parameters U tritt, die vielleicht 
einen ähnlichen Verlauf aufweist wie f(Q@) (vgl. Fig. 8). End- 
liche, nicht zu große Durchbiegungen werden beim Knick- 
problem durch die Eigenfunktion des linearisierten Problems 
noch recht gut wiedergegeben. Es ist zu erwarten, daß auch 
unsere Lösung von (H) zusammen mit der Lösung des in- 
herung des Strö- 
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mungsbildes ergibt, wenn man die freie Konstante in geeigneter 
Weise durch eine Funktion von U ersetzt und die Lösung 
nicht zu weit in das Überschallgebiet hinein erstreckt. Diese 
Auffassung steht auch im Einklang mit den Experimenten 
und den Ergebnissen von $ 9. 

Das Vorhandensein von Eigenwerten macht auch die Tat- 
sache verständlich, daß alle mit linearisierten Gleichungen 
arbeitenden Verfahren zur Berechnung kompressibler Strö- 
mungen [vgl. die Fußnoten *) S. 650; 3), 2), ®) S. 651] divergente 
Ergebnisse liefern, sobald die Geschwindigkeiten im unter- 
suchten Gebiet eine gewisse Größe, es scheint die kritische 
Schallgeschwindigkeit zu sein, überschreiten. 


II. Beispiele 
88. Die Strömung um einen Kreiszylinder 
Gegeben sei im 2, y,z-Raume der Kreiszylinder 2? + y’=r’=1 
und * Polarkoordinaten der x, y-Ebene). Gesucht sei das 
Potential ® der ebenen Strömung um den Zylinder, das im 
Unendlichen, aus dem die Strömung kommt, den Wert U = hat. 
Die Randbedingungen lauten: 
22 Ufürz=+0, So = 0 fare 
or 
Ich beschränke mich dabei auf einen Wert x= 1,5, der 
einem geeigneten Gemisch aus ein- und zweiatomigen Gasen 
entspricht. 
Ich behandle die Aufgabe mittels des linearisierten 
Problems. Daher nehme ich die aus den allgemeinen Aus- 
führungen bekannte Zerlegung ® = ©, + ®, vor, wobei 


(24) Ir + cos it 


das Potential der entsprechenden inkompressiblen Strémung 
ist Die in § 6 vorgeschlagene konforme Abbildung des 
Strömungsbereiches auf ein Rechteck der g, w-Ebene wird 
hier zweckmäßig durch die einfachere konforme Abbildung M 
mittels reziproker Radien ersetzt, die den Strömungsbereich i 
in das Innere des Einheitskreises einer R, «-Ebene überführt. Er 
Die Funktionaldeterminante (22) dieser Abbildung ist 


(25) D(R, = R®. 
Sie hängt also nur von R ab; ihre Einfachheit hat mich ver- 


anlaßt, bei der Wahl der Abbildung von der früheren Methode 


4 


) 
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G. I 
abzuweichen. An die Stelle von Gl. (21), die die Vorschrift 
meet zur Umrechnung des Variationsproblems auf die neuen Variablen § — 
enthält, tritt 
R=l +2 5 © 3® 82 
a=0 
am, 6D, d®, ®, 
4 22 2 OW, 
6 ®, 0 \2]r-2 
®, is 1 
a®, aM, ©@®,]?\ dRda 
= 4 >2_ = 
wobei ®, gegeben wird durch 
2 
(27) @, = U(R+-5) cos @. 
Das Integral (26) ist nur scheinbar an der Grenze R = 0 un- 
eigentlich, da sich die gefährlichen Terme gerade herausheben. | _; 
Fiir ®, mache ich den Ansatz +2 
R +1 R™ 1 > 
— Mm = 
(28) ®D, cos na. 
m=Lln=1 
Er ist aus einem im Bereiche O=R=s1,0=s«=sa voll- 
ständigen Funktionensystem aufgebaut, dessen einzelne Indi- 
viduen »,, den für ®, geltenden homogenen Randbedingungen 
2 OD, 
2 = = — m = 
(29) IR 0au R=0undR=1;R Ep 0 auf R=0 
genügen. Mit diesem Ansatz gehe ich nun in Gl. (26) ein a 
und führe in einer längeren Rechnung die dort vorgeschriebenen W 
Integrationen aus. Dadurch entsteht die uns schon bekannte di 
quadratische Form für die a,,. Da die zu Beginn von §7 T 
gemachte Symmetrieforderung hier erfüllt ist, zerfällt das aus h 
dieser quadratischen Form durch Differentiation nach den a,, ei 
entstehende lineare Gleichungensystem zur Bestimmung der a,, Y 
in ein inhomogenes System (J) und ein homogenes System (H), ai 
wie es nach dem dort durchgeführten allgemeinen Beweis v 
sein muß. 
Das Koeffizientenschema der Systeme (Z) und (H) ist auf- h 
bis zu m = 2 und n = 4 hier hingeschrieben. 


je 
3 
b 
= 
4 
4 
= 
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yr schrift Inhomogenes System (J) ; 
ıriablen § —— 
ayy | Ais us 
4 - 82 29630 — 1,30370 | | 
U* | — 4,00000 U? +0,24889 U? -0,69333 — 844444 
- 278730 Ut + 0,68889 U —0,07640 U* +0,12254 U*\+ 1,17778 U? 4 
2 —53,33333 — 6,40000 
| 4-61;86667 U? | —0,69333 U? +1,22667 U® | +13,33333 = 0 
: ~14,62857 U4 | +0,12254 U4 —0,397 14 U*|— 2,26667 U = 
—0,36030 
U? -0,16000 U?|— 1,26222 
008444 U* +0,02318 Ut | + 0,18984 
.+1,46895 U?|+ 1,600 = 0 

Homogenes System (H) ER 

heben. | _ 95, 15518 | - | 
$28,01482U2 | — | +0,58222U* | - 1626670?) =0 

- 469471U* | + 1,09815U* | 0,13131U* | + 0,20423 U* 3 
E - 92; 74073 — 10,85926 
+ 10925927 U:  — 1,62667U2 | + 2,12889 U? | = 0 
25, 99524 + 0,20423 U* — 0,69075 U* | 

— 0,6418 

voll- | +0,69519U? - 0,31556U* =0 = 
Indi-  —0,16308U* | + 0,04172 U* 
ungen — 1,76473 
| + 255200? =0 
( 4 = 

R=0 ia — 0,80191 U* | 2 

Ba Da diese Gleichungen aus einer quadratischen Form ent- Fi 
= standen sind, ist die Koeffizientenmatrix von (J) sowohl Br 
me wie von (H) symmetrisch. Die Felder unterhalb der Haupt- 4 
ne diagonale hat man sich also mit den symmetrisch liegenden 2 
4 § Termen ausgefüllt zu denken. Die Geschwindigkeiten wurden 4 
> aus hierbei so normiert, daß die Schallgeschwindigkeit a, im Un- = 
DG, endlichen, aus dem die Strömung kommt, gleich Eins wird. Br 
r rN Man hat nun die Gleichungen (J) für verschiedene Werte U a 
( 4 aufzulösen, bis man die funktionelle Abhängigkeit der a,,, e. 
BR von U quantitativ genügend überblickt. ; 
Besonders einfach gestaltet sich die Auflösung der in- 4 
auf- homoge: nen Gleichungen, wenn man der Rechnung die Koeffi- of 
zientenmatrix zugrunde legt, die zu U=0 gehört, da sich 4 


‘ 
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dann das Gleichungensystem in zwei voneinander unabhängige 
Systeme aufspaltet. Man erhält in diesem Fall 


a,, = — 1,0835 U?; = — 0,2500 U8; 
a,, = + 0,4167 03; a,,= 0,0000 


U 1 Us 1 1 
x (r + cos + 7 E 1,0835 cos # 
+ 0,2500 (4 cos 3 


„[ 1 1 ] 
+ 0,4167 — 008 |. 4 
Janzen!) und Rayleigh?) errechneten für das Potential 


| — [r + =) cos (Fe + cos # 


Unser Ergebnis (30) stimmt hiermit iiberein bis auf eine Ab- 
weichung um eine Einheit der vierten Dezimale im zweiten 
Koeffizienten und eine Abweichung um zwei Einheiten der 
vierten Dezimale im ersten Koeffizienten. 

Weiteren Berechnungen des Systems (J) wurden die 
Koeffizientenmatrizen für U?= 0,05, U?= 0,1 und U? = 0,16 
zugrunde gelegt. Das Ergebnis der Rechnung ist in folgender 
Tabelle zusammengestellt. 


Lösung | U?/a,? a,,/U® #,/0° a,,/U% | a,,/U* 
ge I | 000 | — 1,0835 | + 0,2500 | + 0,4167 0,0000 
A <i 0,05 | — 1,2571 | + 0,3087 | + 1,0400 | — 0,3296 
0,10 15110 | + 0,4559 + 2,0117 | — 1,2732 
wh IV | 016 | — 18,266 +10,768 +90,979 | — 73,580 


Man sieht, daß die höheren Glieder des Ansatzes für größere 
Anströmgeschwindigkeiten U immer mehr Bedeutung gewinnen. 
Für U? = 0,16 in der Koeffizientenmatrix liefert die Auflösung 
der Gleichungen bereits unbrauchbare Ergebnisse. 


1) O. Janzen, Beitrag zur Theorie der stationären Strömung 
kompressibler Flüssigkeiten. Phys. Ztschr. 14. S. 639—643. 1913. 

2) Lord Rayleigh, On the flow of compressible fluids past an 
obstacle. Phil. Mag. Ser. 6, 32. S. 1—6. 1916. 


6 
y 
4 


666 6. 
di 
zu 
lic 
E 
| p 
ge 
T 
gl 
k 
p 
- 
j 
| 
| 
“af 
( 
| 
| 
| 
ts 
ee 


) 


yh ängige 


tential 


) cos 


at 


G. Braun. Die ebene kompressible Potentialströmung usw. 667 


Unser Verfahren verlangt fiir jeden speziellen Wert von U 
die Auflésung des Systems (J) mit einer speziellen Matrix, die 
zu diesem Wert des Parameters U gehört. Nun hängt das 
Potential ® in zweierlei Weise von U ab: Erstens direkt i 
durch die Faktoren U und U%, zweitens indirekt durch die “4 
Variabilität der Koeffizienten mit U. Obwohl diese Koeffizienten Sa ö 
sich recht stark ändern, ist diese zweite Abhängigkeit erheb- R fang 
lich schwächer als die erste. Daher darf man die durch 
Einsetzung eines speziellen Wertes von U in die Koeffizienten- 
matrix gewonnene Lösung auf größere Strecken von U xta- 
polieren. Das zeigt ein Vergleich der aus den Lösungen I—III © 
gewonnenen Geschwindigkeiten untereinander und mit den von 
Taylor!) veröffentlichten Ergebnissen seiner Messungen an 
dem elektrischen Analogon zur kompressiblen Strömung. Er 
gibt die Werte für das Verhältnis w/U (bei ihm # genannt) 
in einigen Punkten der y-Achse bei einer Anströmgeschwindig- 
keit U = 0,4a,. Ich stelle die sich aus den Lösungen I—IIl 
ergebenden Werte w/U für die von Taylor mitgeteilten Meß- 
punkte mit seinen Ergebnissen zusammen: 


or 


y (w/U), | (w/U)y | w/U)m | nach Taylor 
| 1,04 2104 | 2107 | 2101 | 213 
12 1845 | 1.850 1.861 1,89 
U=0,40,%| 15 1,552 1.561 1.574 1.60 
2 1316 1.324 1.339 1.35 
3 17142 1.147 1.157 1.18 


| 
| 


Die Näherungen stimmen, wie zu erwarten war, um so 
besser mit den Taylorschen experimentellen Werten überein, 
je näher der in die Matrix eingeführte Wert U dem Wert 
U = 0,4 kommt, auf den extrapoliert wurde. Für Lösung Ill 
beträgt die Übereinstimmung 1—2°/,. Erstaunlich ist es aber, 
daß auch die Lösungen I und II trotz der weiten Extrapolation — 
noch so gute Näherungen darstellen. 

Aus dieser guten Übereinstimmung leite ich die Berech- 
tigung her, die Extrapolation bis zu jenem Werte U* zu treiben, 
bei dem zum erstenmal im Strömungsbereiche Schallgeschwindig- = 
keit auftritt. Nun liegt die Stelle höchster Geschwindigkeit 
aus hydrodynamischen Gründen am Zylinder und zwar, ie 


aus dem Bau der Lösungen I—III folgt, an der Stelle 4 = > . 


) cos # 
4 
Br: 
je Ab- 
weiten 
n der = 
ı die 
= 0,16 
render 
‚3296 
2739 
580 
jBere 
onen. 
sung 
st an 1) G. J. Taylor, Strömung um einen Körper in einer kom- EL iz 
pressiblen Flüssigkeit. Ztschr. f. a. Math. u. Mech. 10. 8. 334—345. 1930. 2 

4 

* 


Im Punkte r= 1, = ergibt z.B. die Lösung I die Ge. 
schwindigkeit w =— 2U — 1,1668U?. w, soll gleich der 
kritischen Schallgeschwindigkeit a* werden; diese ist aber nach 
Gl. (8) mit U durch die Beziehung a*? = n + + U? verknüpft. 
Mithin ist die Gleichung für die kritische Anströmungs- 
geschwindigkeit U,: 


— 2U*— 1,1668 /+ 


Sie liefert 
= 0,420 ay 


Auf die gleiche Weise erhält ma 
und III . 


und 
Un = 0,416 a, . 


Daß Urn wieder größer ist als Uy liegt daran, daß Lösung III 
nicht mehr der Bedingung genügt, daß bei Unterschallströmung 
die größte Geschwindigkeit auf dem Zylindermantel auftreten 
muß. Wir betrachten daher den Wert Uj, als beste Näherung 
des Grenzwertes U*. 

Ich ziehe jetzt auch das homogene System (H) in den 
Kreis meiner Betrachtungen herein. Dieses System besitzt 
zum erstenmal Lösungen bei einer Geschwindigkeit U,, die 
als kleinste Wurzel der zu (H) gehörigen Determinante definiert 
ist. Ich werde zeigen, daß dieser Eigenwert U, innerhalb der 
zu erwartenden Genauigkeitsgrenzen mit der kritischen Ge- 
schwindigkeit U* übereinstimmt, bei der zum ersten Male in 
der Strömung Schallgeschwindigkeit auftritt. Zu diesem Zwecke 
berechne ich der Reihe nach je die kleinste Nullstelle der 
ein-, zwei- und dreireihigen Abschnittsdeterminante des 
Systems (H). Diese sind 

(U,), = 1,050a,; (U,), = 0,942a,; (U,), = 0,468 a,. 

Die dreireihige Abschnittsdeterminante ergibt aiso einen 
Wert U,, der mit dem oben berechneten besten Näherungs- 
wert für U* bis auf 11°/, übereinstimmt. 

Nun sieht man aus dem Bau der Koeffizientenmatrix 
von (H), daß die Schritte, mit denen sich die kleinste positive 
Nullstelle (U,), der n-ten Abschnittsdeterminante beim Fort- 
schreiten zur (n + 1)-ten Abschnittsdeterminante ändert, immer 
ein größerer bzw. ein kleinerer sein müssen, je nachdem n 


4 
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gerade oder ungerade ist. Im ganzen miissen die schrittweisen 
Verbesserungen von (U,), mit wachsendem n natürlich ab- 
klingen. Die vierreihige Determinante würde also nur eine 
geringe Verbesserung und erst die fünfreihige Determinante 
eine wesentliche Verbesserung des Näherungswertes für U, 
ergeben. Wollte man also den endgültigen Wert von U, ge- 
nauer wissen, so hätte man die fünfreihige Determinante zu 
untersuchen, was aber mit erheblicher Rechenarbeit verbunden 
ist. Berücksichtigt man weiter, daß das einzige physikalisch 
kritische Ereignis die Erreichung der Schallgeschwindigkeit 
ist, so kann man wohl aus der bereits bis auf 11°/, gesicherten 
Übereinstimmung von U, und U* auch ohne Berechnung der 
fünfreihigen Determinante, durch welche die Übereinstimmung 
wahrscheinlich verbessert wird, mit gutem Grund vermuten: 

Die kleinste positiv reelle Nullstelle U, der Determinante 
des homogenen Systems (H) ist identisch mit jenem Werte U* 
der ungestörten Anströmungsgeschwindigkeit U, der erforderlich 
ist, damit die Strömung am Mantel des Zylinders eben Schall- 
geschwindigkeit erreicht. 

Weitere Stützen für diese Vermutung liegen darin, daß 
Taylor den Wert 7, bei dem sein Verfahren zu divergieren 
beginnt, zu U = 0,45 a, abschätzt, und daß der ausgesprochene 
Satz in dem einfachen in § 9 behandelten Beispiel nahezu 
trivial ist. 

Nachdem uns jetzt eine Näherung des Eigenwertes U, 
bekannt ist, können wir auch die zugehörige Eigenlösung be- 
rechnen. Zu diesem Zweck ist das Gleichungensystem (H) 
unter Einsetzung des Wertes U, für U aufzulösen. Natürlich 
ist die Lösung nur bis auf eine Konstante bestimmt (vgl. § 7). 
Der numerischen Rechnung wurde der Wert U, = 0,4682 zu- 
grundegelegt und als freie Konstante a,, gewählt. Es ergab sich 


a, = — 0,00005 a,; A, = — 6,2291a,; a,, = 0,00000a,,. 


Wie man aus dem Bau des Ansatzes (28) sieht, gehören 
. . . 
zu a,, und a,, Funktionen, die in zur Symmetrieachse # = — 


symmetrisch liegenden Punkten gleiche Geschwindigkeits- 
beiträge geben. Nach der allgemeinen Theorie müssen die 
aus der Eigenfunktion entspringenden Geschwindigkeitsbeiträge 
gegensymmetrisch sein. Dies sieht man hier bestätigt, indem 
a,, und a,, nahezu Null sind. Die Eigenfunktion selbst heißt 


näherungsweise = 
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az Diese Funktion ist nach unseren allgemeinen Überlegungen 
nicht nur bei U = U,, sondern auch bei allen Werten U > U, 

‘mit einer geeigneten, von U abhängigen Funktion multipliziert 
zur Grundlösung (etwa ®,,) hinzuzufügen. Die sich dann er. 
gebende Geschwindigkeitsverteilung am Zylindermantel ist in 
Fig. 6 für die Anströmungsgeschwindigkeit U = 0,5a, und 
einige Werte der freien Konstanten a,, dargestellt. 


(4, 


Fig. 6. Geschwindigkeitsverteilung am Zylinder fiir U = 0,5 
und verschiedene Werte von a,, 


Eine Unsymmetrie der Strömung, wie sie hier vorliegt, ist mit dem 
Auftreten eines Widerstandes verbunden. Reine Potentialströmung 
kann aber keinen Widerstand liefern. Es muß daher Stellen in der 
Strömung geben, an denen irreversible Vorgänge stattfinden. Aus dem 
Experiment weiß man, daß beim Übergang von Über- zu Unter-Schall- 
geschwindigkeit Verdichtungsstöße auftreten, die mit Entropievermehrung 
verbunden sind. Solche Verdichtungsstöße müßten im Rahmen unserer 
Theorie durch ungewöhnlich starkes Anwachsen des Geschwindigkeits- 
gradienten auf beschränktem Raum in Erscheinung treten. Daß in 
Fig. 6 sich noch keine solche Andeutung eines VerdichtungsstoBes vor- 
findet, liegt an der Grobheit der Näherung für die Eigenlösung, bei der 
nur das erste Glied einer cos-Reihe verwendet wurde. 

Daraus, daß das Hinzutreten der Eigenlösung bei Erreichung des 
Eigenwertes plötzlich erfolgt, erklärt sich der in der Einleitung be- 
schriebene plötzliche Anstieg des Widerstandes bei Bewegung mit 
Schallgeschwindigkeit. 


§ 9. Wellen in der Parallelströmung 
durch einen geraden Kanal 


= Es sei in der z,y-Ebene ein Kanal mit den Wänden y=0 
und y=b gegeben, der von Gas mit der mittleren Geschwin- 
digkeit U durchströmt werde. Es soll untersucht werden, ob 
bei irgendwelchen Werten der Geschwindigkeit U stationäre 
Schwingungen der Gasteilchen möglich sind. Die Längen- 
einheit auf der x-Achse werde so gewählt, daß die Länge 
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einer etwa auftretenden Welle gleich 2a wird. Ich unter- 
suche dann die Strömung im Bereich 
—asrst+a; 0=sysb. 

Die Anwendung der allgemeinen Theorie wird hier besonders 
einfach, da der Integrationsbereich schon die Form eines 
Rechtecks hat und daher die konforme Abbildung überflüssig 
wird. Als Näherungslösung wähle ich 

(33) ® 

Für ®, mache ich den den Vollständigkeits-- und Rand- 
bedingungen genügenden Ansatz: 


a 


sin nx sin (n + 2)ax | 

)) cos b |- 
Mit ihm gehe ich in die Gleichung des linearisierten Problems 
ein und erhalte aus ihr bei Berücksichtigung der Orthogonalität 
des sin-cos-Systems für die a,, und b,, die homogenen Glei- 
chungen: 


| U? — ) m* — (w} — a,,=0, 


| — ws) — (03 — =0. 


Sie haben in folgenden Fallen, in denen ihre ed 
Null ist, nicht identisch verschwindende Lösungen: 


1. W enn U einen der 


annimmt. U ist als Funktion des Parameters m/n im 


mn 


Intervall 0=- = co monoton und nimmt an den Grenzen 


dieses Bereiches die Werte a* und w, an. Die Gl. (36) läßt 
sich bei festem U auch als Bedingung für die Länge A der 
Wellen in der z-Richtung auffassen. Löst man die Gleichung 


9 
nach 4= ~~ auf, so erhält man 


(37) 
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Es stimmt dieses Resultat bei sinnvoller Übertragung mit 
den bekannten Ergebnissen von Prof. Prandtl?) und von 
v. Karman?) überein. 

2. Die Determinante des Systems der b,, verschwindet, 
wenn U einer der Eigenwerte 


(8) 


ist. U, ist ebenso wie U,, immer größer oder höchstens 
gleich a*. 

An diesem einfachen Beispiel läßt sich also streng be- 
stätigen, daß die kleinste Nullstelle U, der Determinante des 
homogenen Systems, d. h. der kleinste Eigenwert, mit dem 
Werte U* von U identisch ist, bei dem die Grundlösung zum 
ersten Male Schallgeschwindigkeit ergibt. 


Für den Sonderfall der reinen Längsschwingungen (n=0) 
besitzen die Eigenwerte beider Systeme denselben Grenz- 
wert U, = a*. Physikalisch sind diese Längsschwingungen als 
ebene Schallwellen zu deuten, die von dem mit Schallgsschwin- 
digkeit bewegt zu denkenden Koordinatensystem (z, y) aus als 
stationäre Wellen erscheinen. 


Die Schallwellen sollen jetzt auf folgende Fragen hin 
untersucht werden: 

a) Wie hängt die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Schall- 
welle von der Größe ihrer Geschwindigkeitsamplitude ab? 

b) Welche Form muß das Geschwindigkeitsprofil einer 
permanenten Schallwelle endlicher Geschwindigkeitsamplitude 
haben, damit sie den Forderungen des Variationsproblems (14) 
genügt? 

Diese Untersuchung kann, da es sich um die Eigenlösung 
handelt, nur auf Grund des nichtlinearen Problems (14) ge- 
schehen. Die Konvergenz des Ritzschen Verfahrens ist, da 
es sich um ein Variationsproblem nur einer unabhängigen 
Variablen handelt, im ganzen Bereiche der Definitheit (w < w,) 
durch allgemeingültige Beweise gesichert.?) 


1) L. Prandtl, Uber die stationären Wellen in einem Gasstrahl. 
Phys. Ztschr. 5. S. 599 — 601. 1904. 
2) Th.v. Kärmän, Über stationäre Wellen in Gasstrahlen. Phys. 
Ztschr. 8. 8. 209-211. 1907. 
3) Vgl. C. Carathéodory, Math. Ann. 62. S. 449—503. 
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G. Braun. Die ebene kompressible Potentialströmung usw. 


Ich beschränke mich wieder auf den Fall y = 3 und be- _ 
gnüge mich, um die Rechenarbeit auf ein ertrigliches MaB oO 
herabzudriicken, mit dem zweigliedrigen Näherungsansatz 


39) cos — +a, cos 22. 
(39) 


Führt man ihn in Gl. (14) ein, so erhält man: Mats ome a 


+x 
40 | f (ws — U? — 2U (a, sin + a, sin 22) 


— (a, sin 2 + a, sin 22)?’ dx = stat. 


ıstens 
Setzt man zur Abkürzung 
g be- (41) U?=(1+.a*: 
= und wählt man die Zeiteinheit so, daß a*=1 wird, so 
ge liefert (40) für a, und a, die Gleichungen 
42 | 8 «(4 — ©) — 12e(a,? + 2a,?)— (a,* + 0 J 
16¢(4 — 248 (2a,?+a,2)— 
n als Die Auflösung einer dieser Gleichungen, etwa der ersten, 


hwin- nach & gibt die Antwort auf die en a. Man erhält 


is als 
U? pom a*? 


B 
einer (44) 3a,t). 
itude 


; (14) Die Formel (43) besagt im wesentlichen, daß die Differenz 

zwischen den Quadraten der Ausbreitungsgeschwindigkeiten 
| einer Schallwelle von endlicher und einer Welle von unendlich 
ar. kleiner Geschwindigkeitsamplitude mit der 4. Potenz der 
) Be Amplitude wiichst (vgl. Fig. 8). 


, da Um eine Antwort auf die Frage b) zu erhalten, sind die 
a Gl. (42) nach dem Verhältnis a,/a, aufzulösen. Man erhält 
(45) (5 + 48) + 4+ 44h) , 
wobei k = Pr gesetzt wurde. Das Verhältnis der Ampli- 
Phys. 


tuden a,/a, ändert sich im Bereiche oSsk=S0 monoton ~~ 
zwischen den Grenzen + 0,932 und + 1. Bei nicht zu großer a = 
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Amplitude wird also das Geschwindigkeitsprofil einer Schall- 
welle näherungsweise dargestellt durch 


(46) ®, =U+ a, (sin x + 1,072 sin 22), 
(-) 


wobei das Minuszeichen auszuschließen ist, damit die Wellen- 
front steiler verläuft als der Wellenrücken. 

Aus der zeichnerischen Darstellung des Geschwindigkeits- 
profils (Fig. 7) ersieht man, daß das Hauptmaximum im Ver- 


Fig. 7. Grobe Näherung für das Geschwindigkeitsprofil 
einer Schallwelle 


gleich zur einfachen sin-Welle gegen die Wellenfront hin ver- 
schoben ist. Da bei der Grobheit der Näherung dem Neben- 
maximum und dem Nebenminimum kaum eine physikalische 
Bedeutung zuzusprechen ist, ergibt sich, daß die Wellenfront 
wesentlich steiler verläuft als der Wellenrücken. 

Die Funktion sin x + 1,072 sin 22 ist nach den Aus- 
führungen von § 7 als Näherung der Eigenlösung zu be- 
trachten und a, in Gl.(46) ist die dort besprochene „freie 
Konstante“. a, läßt sich durch Vereinigung von Gl. (44) und (45) 
als Funktion von U angeben. In Fig. 8 ist a, (U) unter Ver- 
nachlässigung der schwachen Abhängigkeit des Amplituden- 
verhältnisses a,/a, von & dargestellt. Die Funktion zeigt den 
in $ 7 aus der Analogie zum Knickproblem vermuteten Verlauf. 

Wegen der Grobheit der verwandten Näherung und der 
anscheinend nicht mehr gleichmäßigen Konvergenz der Reihe 
für ® möchte ich die Ergebnisse der zweiten Hälfte dieses 
Paragraphen nicht so sehr als exakte Herleitung physikalischer 
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G. Braun. Die ebene kompressible Potentialströmung usw. 675 
Gesetze, sondern mehr als ein Beispiel für die allgemeine 
Methode hinstellen, das ein Bild von den im Über-Schallgebiet 
zu erwartenden Verhältnissen gibt. Immerhin stehen die Er- 
gebnisse nicht im Widerspruch mit den Resultaten einer Arbeit 


Fig. 8. Die „freie Konstante“ als Funktion von U 


von R.D. Fay?) über ebene Schallwellen endlicher Amplitude, 
die auch die Zähigkeit der Luft berücksichtigt. ea 


Zusammenfassung 


Nach einigen Bemerkungen iiber die die kompressible 
Potentialstrémung beherrschende Grundgleichnng und einem 
Überblick über bisherige Lösungen wurde das der Grund- 
gleichung entsprechende Variationsproblem aufgestellt. Durch 
Linearisierung des Variationsproblems wurde die Aufgabe so 
weit vereinfacht, daß sich bei geeigneter Wahl des Funktionen- 
systems, aus dem die Lösung aufzubauen ist, unter gewissen 
Voraussetzungen die Möglichkeit für die Existenz von Eigen- 
werten und Eigenlösungen nachweisen ließ. Analogien zum 
Knickproblem gaben einen Hinweis, wie die Aussagen des 
linearisierten Problems sinngemäß zu ergänzen sind, damit sie 
der nichtlinearen Natur des Problems gerecht werden. 


1) R. D. Fay, Plane Sound Waves of Finite Amplitude. J. acoust. 
Soe. Amer. 3. S. 222—241. 1931. 
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EN 7 Die im methodischen Teile gemachten Ausführungen 

fanden eine Bestätigung und Ergänzung durch die Behandlung 
zweier Beispiele. Die Berechnung der Strömung um de 
_ Kreiszylinder ergab gut: Übereinstimmung mit den Experi- 
-menten von Taylor und führte auf eine Lösung, welche die 
schon bekannten als Sonderfall enthielt. Die Untersuchung 
stationärer Wellen in einem geraden Kanal lief auf die Dis. 
kussion der Eigenlösung hinaus. Durch Zurückgreifen auf das 
_ nichtlineare Problem ergab sich ein Gesetz für die Abhängig- 
_ keit der Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Schallwelle von der 
Größe ihrer Geschwindigkeitsamplitude und eine näherungs- 
weise Darstellung ihres Geschwindigkeitsprofils. Beide Bei- 
spiele zeigten, daß die Grundgleichung Eigenwert und Eigen- 
funktion besitzt, sobald die Geschwindigkeit in irgendeinem 
Punkte des durchströmten Bereiches zum ersten Male die 
‚kritische Schallgeschwindigkeit erreicht. 


(Eingegangen 26. August 1932) 
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G. Herzberg. Struktur des P,-Moleküls ee 


Bandenspektrum, 
Prädissoziation und Struktur des P,-Moleküls 


Von Gerhard Herzberg 
(Mit 5 Figuren) 


Es wird das sehr ausgedehnte ultraviolette Bandenspektrum des 
P,-Molekiils ausgemessen und die Schwingungsstruktur vollständig, die 
Rotationsstruktur für einige Banden analysiert. Es ist-ein 'S'+ —>!S' + 
Übergang. Die Schwingungsquanten des oberen Zustandes brechen mit 
v = 11 infolge Prädissoziation ab. In den beiden letzten Schwingungs- 
zuständen v’ = 10 und v’ = 11 bricht auch die Rotationsfeinstruktur 
plötzlich ab und zwar bei J = 58 bzw. J=34. Während sich sonst 
aus einer Prädissoziationsstelle nur eine obere Grenze für die. Disso- 
ziationswärme ergibt, kann man hier aus der Verschiedenheit der Ab- 
bruchstellen für die beiden letzten Schwingungsquanten auch eine 
untere Grenze für D ableiten. Dadurch kann die Dissoziationswärme 
des P,-Moleküls auf + 20cm”! genau zu 40593 cm”! bzw. 5,008 Volt 
bzw. 115,45 kcal bestimmt werden. Bei dieser Prädissoziation handelt es 
sich um eine strahlungslose Interkombination. Der die Prädissoziation 
hervorrufende Zustand, dessen Potentialkurve die des “=? Zustandes 
unterhalb seiner Asymptote schneidet, verursacht gleichzeitig infolge 
dieses Schnittes sehr starke Schwingungsstörungen des yp Zu- 
standes. Bei dieser Stérung handelt es sich also ebenfalls um eine 
Interkombination. Der Kernabstand der Gleichgewichtslage des P, im 
Grundzustand ergibt sich auffällig groß, größer als der des S,, während 
der des N, kleiner ist als der des O,. Ähnlich anormal verhalten sich 
auch die Schwingungsquanten und Dissoziationswärmen dieser Moleküle. 
Hierfür wird auf Grund des Mulliken-Hundschen Aufbauprinzips 
eine qualitative Erklärung gegeben. — Aus dem Intensitätswechsel er- 
gibt sich, daß die P-Kerne der Fermi-Dirac-Statistik folgen. — AuBer- 
dem werden schwache neue Banden bei längeren Wellen gefunden, die 
anscheinend einem anderen Elektronenübergang entsprechen. 


A. Einleitung 

Zur Klärung verschiedener Fragen (Kernspin, Kernstatistik, 
Kernabstand, Dissoziationswärme, Elektronenstruktur u. a.) 
wurde vor längerer Zeit die Untersuchung der Bandenspektren 
des Phosphors begonnen. Schon die ersten Aufnahmen zeigten 
eine auffällige Prädissoziationserscheinung, über die kurz be- 
richtet wurde.!) Leider verzögerte sich aus äußeren Gründen 
die genauere Auswertung des erhaltenen Aufnahmenmaterials. 


1) G. Herzberg, Nature 126. S. 239. 1930. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 15. 
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Auch von anderer Seite ist in neuerer Zeit die Untersuchung 
des P,-Moleküls in Angriff genommen worden. A. Jakow- 
lewa!) veröffentlichte eine Untersuchung über das Absorptions- 
und Fluoreszenzspektrum des P,-Molekiils. Sodann erschien 
ganz kürzlich eine kurze Mitteilung von Jenkins und Ashley?) 
über den Intensitätswechsel in den P,-Banden, in der eine 
Feinstrukturanalyse angekündigt wurde. 

Es handelt sich in allen Fällen um ein und dasselbe sehr 
ausgedehnte System von nach Rot abschattierten Banden, das 
sich von 3300—2000 AE erstreckt und wahrscheinlich noch 
darüber hinaus, Der langwellige Teil bis 2700 AE wurde 
schon von Geuter?) entdeckt. Der kurzwelligere Teil wurde 
zuerst vom Verf. angegeben. 

Im folgenden möchte ich auf Grund eigener neuer 
Messungen eine genauere Schwingungsanalyse des Systems und 
die Rotationsanalyse eines Teiles der Banden geben und außer- 
dem die Prädissoziation des P, genauer diskutieren. Da 
Jenkins und Ashley eine bedeutend größere Dispersion als 
mir zur Verfügung stand, habe ich die Rotationsfeinstruktur 
nur für denjenigen verhältnismäßig gut aufgelösten Teil der 
Banden analysiert, der bei Erscheinen ihrer Notiz schon aus- 
gemessen war. Dieser Teil ist es auch gerade, der die Prä- 
dissoziationserscheinung zeigt.*) 

Daß das fragliche System wirklich von P, emittiert wird, 
folgt eindeutig aus dem zuerst von Jenkins und Ashley 
beobachteten Intensitätswechsel.°) Es handelt sich um einen 
-Übergang des P,, wie weiter unten noch genauer 
diskutiert wird. Andere Bandensysteme des P, sind bisher 
nicht gefunden worden (vgl. jedoch weiter unten). 


1) A. Jakowlewa, Ztschr. f. Phys. 69. S. 548. 1931; vorl. Mit- 
teilung mit A. Terenin, Nature 124. S. 337. 1929. 

2) F.A. Jenkins u. M. Ashley, Phys. Rev. 39. S. 532. 1932, 

3) P. Geuter, Ztschr. f. wiss. Photogr. 5. S.1 und 33. 1907. 

4) Eine vorläufige Mitteilung hierüber erschien in Phys. Rev. 40. 
S.313. 1932. Etwas später erschien auch eine kurze vorläufige Mit- 
teilung von Jenkins und Ashley über die Rotationsstruktur (Nature 
129. S. 829. 1932). Hrn. Professor Jenkins bin ich für die Zusendung 
derselben schon im Manuskript sehr zu Dank verpflichtet. 


5) Es folgt unabhängig auch aus einigen Versuchen über die An- 
regungsbedingungen, die von mir schon vor längerer Zeit angestellt 
wurden. In einer sorgfältig ausgeheizten Röhre ohne Elektroden, in 
die P, hineindestilliert wurde, wurde durch Hochfrequenz eine Ent- 
ladung erzeugt, die nur die genannten Banden, außerdem die unten an- 
gegebenen neuen Banden und ganz schwach die P-Atomlinien, aber 
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B. Lichtquelle, Spektrograph usw. 


Um das genannte Bandensystem des P, möglichst lichtstark zu er- 
halten, wurden verschiedene Entladungsarten ausprobiert. Als günstigstes 
erwies sich schließlich eine gewöhnliche TT-Entladungsröhre. Allerdings 
ließ die Entladung sich nicht in reinem P, betreiben, da die Röhre 
wegen der aufgekitteten Fenster nicht vollständig auf genügend hohe 
Temperatur gebracht werden konnte. Sie wurde deshalb mit H, gefüllt. 
Gelber Phosphor befand sich in einem Seitenansatz, der, wenn nötig, 
leicht erhitzt wurde. Unter den günstigsten Bedingungen war die Farbe 
der Entladung grünlich weiß. Ein starkes Auftreten der PH-Bande 
bei 3390 AE.') ließ sich bei dieser Methode natürlich nicht vermeiden. 

Die Aufnahmen wurden während meines Aufenthaltes im H. H. Wills 
Physical Laboratory der Universität Bristol gemacht. Es standen dafür 
ein Hilger E 1 Quarzspektrograph und ein 2m Vakuumspektrograph ?) 
zur Verfügung. Der letztere zeigte besonders gute Definition (Linienbreite 
auf der Platte < 0,01 mm). Es war daher möglich, auch die Feinstruktur 
der P,-Banden zu untersuchen. Aufnahmen im Vakuumgebiet waren 
nicht sehr erfolgreich, vor allem wegen sehr raschen Undurchsichtig- 
werdens der Fenster (Beschlagen mit rotem Phosphor). 

Die endgültige Ausmessung erfolgte mit dem neuen Abbéschen 
Komperator der Firma Zeiss. Bei scharfen, nicht überlagerten Linien 
ist der maximale Fehler + 0,01 ÄE, wie auf verschiedene Weise kon- 
trolliert wurde. Die Frequenzgenauigkeit im langwelligen Gebiet, wo 
die Feinstruktur ausgemessen wurde, ist demnach + 0,lcm”!. Im kurz- 
welligen Gebiet ist sie natürlich geringer. 


C. Die Schwingungsstruktur 


Auf Grund ihrer Fluoreszenz- und Absorptionsaufnahmen 
hat Jakowlewa ein Kantenschema des Bandensystems auf- 
gestellt, allerdings nur für den kurzwelligen Teil und auf 
Grund von Messungen mit ziemlich kleiner Dispersion. In 
Tab. 1 ist ein wesentlich erweitertes Kantenschema, wie es 
sich auf Grund meiner Messungen des Emissionsspektrums er- 
geben hat, wiedergegeben. Um Platz zu sparen, sehe ich von 
der Wiedergabe einer Wellenlängentabelle ab, und gebe nur 
die Wellenzahlen. Die geschätzten Intensitäten sind jeweils 
in einer willkürlichen Skala in der Zeile unter den Wellen- 
zahlen angegeben. Die Buchstaben d und dd hinter den 
Zahlen bedeuten, daß die betreffenden Kanten diffus bzw. 
sehr diffus und daher weniger genau sind. In eckigen 
Klammern ist die Abweichung von der später anzugebenden 
Formel gegeben. Das Schema beginnt erst mit v”=4, da 
Banden mit kleinerem v” auf meinen Aufnahmen nur äußerst 
schwach vorhanden sind. Dieses sind andererseits auch gerade 
die, die von Jakowlewa schon in Absorption gefunden wurden. 


1) Vgl. R. W. B. Pearse, Proc. Roy. Soc. A. 129. 8. 328. 1930. 

2) Dieser war nach Angaben von Dr. H.W.B.Skinner in der 
Werkstätte des Bristoler Institutes gebaut worden. 
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Die Numerierung ist dieselbe wie bei Jakowlewa (a. a. 0). 
Im kurzwelligen Teil überlagern sich die Banden sehr stark 
und deshalb sind hier die Kanten oft schlecht zu messen. 
Die meisten Kanten wurden auf verschiedenen Platten mehr- 
fach gemessen. Die relative Genauigkeit dürfte bei scharfen, 
nicht überlagerten Kanten im langwelligen Gebiet +0,2 cm, 
im kurzwelligen Gebiet + 0,8 em”! betragen. Die absolute 
Genauigkeit ist natürlich kleiner, vor allem, weil es sich um 
Kanten, nicht um Linien handelt. 

Die Aufstellung des Kantenschemas bereitete anfangs 
einige Schwierigkeiten, da besonders der obere Zustand starke 
Schwingungsstörungen zeigt, die weit außerhalb der Meb- 
genauigkeit liegen. Nachdem dies aber einmal erkannt war, 
konnten alle gemessenen Kanten auch eingeordnet werden 
(vgl. Tab. 1). 

Jede der ziemlich langen Folgen ® 
durch eine Formel 

vy = v(v',0) — (777,62 0” — 2,8118 v” 2 — 0,00533 v” 3) 


darstellen, wo »(v’,0) die Höhe des betreffenden Schwingungs- 
niveaus v' über dem schwingungslosen Grundzustand bzw. die 
Wellenzahl der (nicht beobachteten) v’,0-Bande ist. Die Ab- 
weichungen der gemessenen Kanten von dieser Formel sind 
in Tab. 1 in eckigen Klammern angegeben. Dabei ist für 
jedes v’ ein solches » (v‘,0) gewählt, das die Abweichungen 
möglichst klein macht. Man sieht aus der Tabelle, daß die 
Abweichungen bei fast allen scharfen Banden (ohne d bzw. dd) 
innerhalb der oben angegebenen Meßgenauigkeit bleiben. Bei 
den diffusen Kanten gehen die Abweichungen im kurzwelligen 
Gebiet bis zu +3 em], In einigen Fällen, wo die Ab- 
weichungen größer sind, dürfte es sich um Schwingungs- 
störungen des unteren Zustandes handeln. So dürfte z.B. 
die geringe positive Abweichung von v’=31 und v” = 32 
reell sein. Im kurzwelligen Teil, bei kleinerem v” sind wegen 
der geringeren Meßgenauigkeit und der größeren Zahl der 
schlecht zu messenden Kanten (d und dd) etwaige Störungen 
nicht sicher festzustellen. 

Die in der beschriebenen Weise erhaltenen Werte für » (v’, 0) 
sind in Tab. 2, 2. Spalte zusammengestellt. Es sind, wie aus 
dem Berechnungsverfahren hervorgeht, Mittelwerte, so daß ihre 
Genauigkeit merklich größer sein sollte, als die einzelner Kanten. 
Der Fehler dürfte + 0,2 em”! nicht übersteigen und für die 


, 


= const läßt sich 


1) Außerdem liegen die Kanten bei sehr kleinen J-Werten und 
sind daher ohnehin nicht sehr intensiv. 
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Tabelle 2 
Schwingungsniveaus des oberen Zustandes . Er 
v (v’, 0) beobachtet 

beobachtet | AG’ berechnet minus 

em! | berechnet 
0 46 790,1 46 790,1 0 
1 47 261.8 Er 47 260.1 +17 
2 47 732,2 4541 47 725,1 +71 
3 48 186,3 453.4 48 185,1 + 1,2 
4 48 639,7 448.0 48 640,4 — 0,7 
5 49 087,7 1491 49 090,9 — 32 
6 49 536,8 4410 49 536,9 — 0,1 
7 49 977,8 ser) 49 978,5 — 0,7 
8 50 415,7 4332 50 415,8 — 0,1 
9 50 848,9 429.2 50 848,9 0 
10 51 278,1 51 278,0 + 0,1 
11 51 703,2 — 51 703,2 0 


höheren Schwingungsquanten, bei denen auch langwellige Banden 


benutzt sind, noch kleiner sein. 


Trotzdem ist der Verlauf dieser 


Werte außer für v’= 8 bis 11 durchaus unregelmäßig, wie aus 


den Differenzen (3. Spalte) hervorgeht. 


0) = 46 790,1 + 472,62 — 2,600 0? + 0,0217 0? 
stellt die beobach- 
teten Werte noch 15 
verhältnismäßig am /\ 
besten dar. Die da- I \ 
palte der Tab. 1. | | 
Die 5. Spalte gibt gL | 
die Differenzen ge- | 
genüber den beob- ZT } | 
achteten Werten. 77 / \ 
Diese sind in Fig. 1 
graphischdargestellt. 7 23 ? 3 PN 9 0 
Man sieht, daB die Ni- \ 
veaus = 2 und 5 
weit außerhalb der 
Meßgenauigkeit her- Fig. 1. Abweichung des Schwingungsniveaus 


ausfallen. Aber auch 


die Abweichung der 


Niveaus v= 1,3,4 und 7 ist sehr wahrscheinlich reell, d» 


Die Formel 


des oberen Zustandes von der Formel 


sie die 


wahrscheinliche Meßgenauigkeit auch schon merklich ü»ersteigt. 


Durch eine geeignete andere Formel ließe sich offenbar auch 
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erreichen, daß die Niveaus 1 und 3 ungestört erscheinen, dafür 
aber das Niveau v’= 0 gestört ist. Die Größe und Art dieser 
Schwingungsstörungen erscheint recht bemerkenswert. Sie 
sollen weiter unten noch etwas genauer diskutiert werden. 

Als Gesamtformel für die Kanten des Bandensystems ergibt 
sich nach dem Obigen: 


vy = 46 790,1 + 472,62 — 2,600 0,0217 
— (777,62 0” — 2,8118 0”? — 0,00533 0” ?). 
Diese hat wegen der starken Schwingungsstörungen des oberen 
Zustandes natürlich nur einen bedingten Wert. 


Sie weicht von der von Jakowlewa gegebenen Formel nicht 
unerheblich ab, was auf die größere Meßgenauigkeit der vorliegenden 
Messungen zuriickzu- 

a führen ist.) Zu be- 
; tonen ist, daB der 
Faktor des Gliedes 
mit ©’? sich positiv 
ergibt, während er bei 
Jakowlewa negativ 
ist. Aus Fig. 2, in 
der die 4’-Werte 
aufgetragen sind, geht 
eindeutig hervor, dab 
er positiv sein muß. 
Die _eingezeichnete 
Kurve gibt die nach 
der obigen Formel 
berechneten Werte, 
Nach der Lage der 


AG’ 


480 


400 l letzten Punkte scheint 
es wahrscheinlich,daß 
Fig. 2. 4G-Werte des oberen Zustandes für größere v’, die 


wegen der Prädisso- 
ziation nicht beobachtet werden können, die A@’-Kurve geradlinig 
verläuft. 

Die Intensitätsverteilung in dem Bandensystem ist be- 
sonders dadurch bemerkenswert, daß das System oberhalb 
v’= 11 plötzlich abbricht, obwohl noch starke Banden mit 
v’= 11 vorkommen. Die Ursache dieser Erscheinung ist die 
Prädissoziation des Moleküls (vgl. S. 693). 

Auffällig ist ferner, daß nicht alle intensiven Banden auf der 
Condonschen Parabel liegen, deren einer Ast an sich deutlich vor- 
handen ist (vgl. Tab. 1). Vielmehr liegen zahlreiche intensive Banden 
auch noch innerhalb der von dieser umschlossenen Fläche. Andererseits 
ist diese nicht gleichmäßig von Banden ausgefüllt, sondern es sind mehr 
oder weniger unregelmäßig verteilte Lücken vorhanden. Diese sind nur 
z. T. dadurch vorgetäuscht, daß Kanten zufällig sehr nahe zusammen- 


1) Allerdings benutzte sie auch die genaueren Messungen von 
Geuter (a. a. O.) im langwelligeren Gebiet. 
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fallen und daher nicht getrennt gemessen werden können.') Z. B. hätten 
die Banden (10, 26) oder (9, 24) und viele andere, die neben intensiven 
Banden im Kantenschema liegen, beobachtet werden müssen, wenn sie 
mit vergleichbarer Intensität vorhanden wären. Die Erscheinung ist, wie 
bekannt, auf die Interferenz der rn ei des oberen 
und unteren Zustandes zurückzuführen. 

Auf Aufnahmen geringerer Dispersion mit elektroden- 
loser Hochfrequenzanregung in reinem P,-Dampf, bei denen die 
Störung durch das PH- und H,-Spektrum wegfiel?), zeigten sich 
auf der langwelligen Seite der Abbruchstelle nach einer Lücke 
verhältnismäßig schwach neue, ebenfalls nach Rot abschattierte 
Banden, die den Eindruck erweckten, als gehörten sie zu dem- 
selben Bandensystem.*) In Tab. 3 sind die Wellenlängen und 
Wellenzahlen der fünf intensivsten Banden angegeben. Nach 
längeren Wellen schließen sich noch weitere schwächere Banden 


Tabelle 3 
Neue P,-Banden 


| v N v 


369,6 | 25184 | gag 
40301 24806 
4093,8 24 420 393 
4160,8 24 027 398 
4230,9 23 629 


an, die aber nicht gemessen werden konnten. Die Abstände 
der Banden (3. Spalte der Tab. 3) nehmen zu nach längeren 
Wellen. Es muß sich daher um eine Folge v” = const handeln. 
Dies und die Größe der Abstände und ihrer Differenzen lassen 
es zum mindesten sehr fraglich erscheinen, ob die Banden zum 
selben System gehören wie die der Tab. 1. Jedenfalls ist mir 
eine Einordnung derselben nicht geglückt. Es scheint viel 
wahrscheinlicher, daß es sich um einen anderen neuen Elek- 
tronenübergang des P,-Moleküls handelt. Daß es keine Banden 
von Verunreinigungen sind, erscheint mir gesichert. 


D. Die Rotationsstruktur der P,-Banden 


Die Rotationsfeinstruktur wurde von den 12 im Kahten- 
schema (Tab. 1) fettgedruckten Banden ausgemessen. In Fig. 3 
sind einige ar Banden a abgebildet Man sieht, daß 
in den Banden mit v’= 10 undv ‚d.h. im vorletzten und 


1) Wo dies sicher der Fall ist, ist ein ii (überlagert) an der be- 
wa Stelle in das Kantenschema eingefiigt. 
2) Vgl. Anm. 5, S. 67 » 
3) Vgl. G. Herzberg, Ergebn. d. ex. Naturw. 10. S. 243. 1931. . 
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83. Rotationsfeinstruktur und Abbrechen der P,-Banden 


Fig. 


jede Ausmessung auf einen Intensitätswechsel schließen konnten. 


G. Herzberg. Struktur des P,-Moleküls 


letzten vorkommenden Schwingungsniveau (vgl. 8.684) die Zweige 
plötzlich abbrechen, und zwar P- und R-Zweig einer Bande 
natürlich an verschiedener Stelle, da ja das Abbrechen bei 
einem bestimmten J-Wert des oberen Zustandes erfolgt. Man 
erkennt aus der Figur auch, daß die Banden je nur einen 
einzigen P- und R- Zweig haben, wie es für einen !'> —!S- 
Übergang zu erwarten ist. 3) (Besonders deutlich bei Bande 10-31 
zu erkennen.) 

Zwischen den intensiven Linien des P-Zweiges hinter der 
Abbruchstelle des R-Zweiges erkennt man noch beträchtlich 
schwächere Linien. Auf den vorliegenden Aufnahmen ist nicht 
sicher zu entscheiden, ob es sich um Geister der stärkeren 
Linien oder um Intensitätswechsel handelt. ‚Jedoch zeigte die 
Analyse, daß tatsächlich die starken Linien nur jede zweite 
Linie sind in Übereinstimmung mit Jenkins und Ashley, die 
schon vorher aus ihren Aufnahmen größerer Dispersion ohne 


Man kann wohl ohne Photometrierung sagen, daß das Inten- 
sitätsverhältnis der starken und schwachen Linien nicht kleiner 
als 3:1 ist, was einen Wert von 7 = } für den Kernspin des 
P-Kerns ergibt in Übereinstimmung mit Jenkins und Ashley. 

Wegen des großen Trägheitsmomentes des P,-Molekiils 
sind die Banden nur in größerem Abstand von der Kante auf- 
gelöst. Die Numerierung der einzelnen Linien der Banden ist 
daher nicht trivial. Für die abbrechenden Banden ergibt sie 
sich jedoch, zunächst relativ, sofort aus der Abbruchstelle. Die 
absolute Numerierung ergibt sich, indem man berücksichtigt, 
daß die Differenzen R(J)— P(J) baw. RI — 1)— PJ+N 
von der Form 4,F=4B-(J+1)+8SD(J +4) sein müssen, 
wo D sehr klein’ ist. Die Numerierung in den nicht ab- 
brechenden Banden ergibt sich dann durch Vergleich ent- 
sprechender A, F-Werte. Es zeigte sich, daß die starken Linien 
ungerades J” haben. 

In Tab. 4 sind die Wellenzahlen der Linien der gemes- 
senen Banden in der iiblichen Weise angegeben. Es wurden 
nur die starken Linien mit ungeradem J” gemessen. Wenn 
P- und R-Zweig sich überlagern, und nicht getrennt werden 
können, sind die betreffenden Linien mit einem Kreuz ver- 
sehen. Das Aufhören der Zweige bei hohem J ist entweder 
durch das Abbrechen oder durch Überlagerung der folgenden 
Kanten bedingt. 


1) Die Möglichkeit, daß es sich bei den beiden abbrechenden 
Zweigen um P- und Q-Zweig handelt, und der R-Zweig unaufgelöst in 
der Kante liegt, läßt sich leicht ausschließen. 
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Tabelle 4 


v= = 27 v’= 8; v” = 28 v’= 8, = 29 
4, =3166,20; ».=31574,5 |4, = 3228, 67; m= 80963,6 hy, = 3292,95; = 30 359.2 


a P(J) R(J) R(J) P(J) R(J\ 


11 31563,16* _ _ _ _ 
13 560,767 — 
15 557,94 + _ 
27 554,72+ _ _ _ _ we 
19 551,38*+ = _ — 
21 547, 69+ _ 30 937,61 
23 | 548, 87+ _ 933,94 _ _ _ 
25 539,76+ |31 563,167 929,89 
27  535,21+ 560,76 * 925,87 — _ _ 
29 530,28+ 557,94+ 921,46 _ 
31 525,51+ | 554,7 72+ 916,60 
33 520,63 551 "38+ 911,58 _ — | = 
35 515,17 547) 69+ 906,35 30938,49 — 
37 509,49 543 877 900,99 934,95 30299,04 _ 
39 5083,51 539,76+ 895,12 930,91 293,75 b _ 
41 497,22 535.21 + 889,16 926,83 287,91 | _ 
3 490,75 530, 28+ 883,01 922,09 281,92 
45 483,81 525 51+ | 876,47 917,66 275,65 _ 
47 | 476,79 519,86 869,96 + 912,72 269,27 _ 
49 469,36 | 514,26 862,80 907,61 262,57 - 
51 461,78 508,48 855,47 902,03 255,62 
53 454,02 502,32 847,99 | 896,47 248,57  30296,74 
55 445,80 496,01 840,20 890,26 241,07 291,07 
57 . 437,37 489,32 832,18 884,15 233,31 285,18 
59 428,60 482,53 823,71 + 877,32 225,49 b 278,91b 
61 419,51 476,797 st} 815,07 869,96*st| 217,14 272,39 st 
63 409,90st | 465,85st S05,888t | 861,64st | 208,54st 265,92 st 
65  398,72+st| 461,78* 857,94 — 260,99 
67 452,77 — 849,56 | _ 
69 444,42? — 842,62 _ 
71 436,14 - 833,85 


73 427.40 st 823,71t+st| — 
75 418,12 — | 81688 


« Die Kombinationsdifferenzen 4, F’ (J) = R(J) — P(J) und 
(J) = —1)— PJ +1 stimmen für verschiedene 
fe Banden von gleichem ius bzw. unterem Zustand durchweg 
innerhalb + 0,2 cm!, meist noch besser überein. Ich gebe 
sie hier nicht gesondert an, da sie ja jederzeit aus den Banden- 
Br linien berechnet werden können. 

= Zur Ermittlung der Rotationskonstanten B des oberen und unteren 


Zustandes wurde aus entsprechenden 4, F-Werten das Mittel gebildet. 
Zu diesen Werten wurde —8 D(J + 4)? addiert, wobei D aus den be- 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


kannten theoretischen Formeln entnommen wurde. Die Berechnung 
von D ist allerdings nicht sehr genau möglich, da es sich um Banden 
mit sehr großem v und v” handelt. Da es aber nur Korrektionsgrößen 
sind, macht ein Fehler in diesen Größen nicht viel aus. Die benutzten 
D-Werte sind in der Tab. 5 eingetragen. Die Größen 


müssen für einen bestimmten Zustand in Abhängigkeit von (J + 1) 
Geraden sein, die durch den Ursprung gehen (J + + = 0). Die Neigung 
der Geraden, die graphisch ermittelt “wurde, ergibt den Wert 4B. Es 
wurden dabei nach Möglichkeit nur die 4, F- Werte benutzt, die aus 
nicht überlagerten Linien entstehen, d.h. die mit größerem J. 


Die Werte von B’ und B”, die so gefunden wurden, sind 
in Tab. 5 zusammengestellt. B’ und B” zeigen innerhalb der 
ren a eine lineare Abnahme mit zunehmendem »’ 
bzw. vo” entsprechend der üblichen Formel B,=B,—«v. Für 
BY ist das in Fig.4 graphisch dargestellt. Die Abweichung 
des letzten Wertes ("= 32) von der Geraden scheint reell 


| 


v= = 28 v= 9, v”= 29 v= 9,v"= 30 - 
4.=3154,11 396,9 | = 3246 ‚60; v,,= 30792 16) = 3310, 86; 30195,0 
Pi) | RW PW) | | Pw RW) 
on | —  /30170,53 

— _ _ | 166,76 _ 

5 131362,17b _ 30 759,40 _ 162,91 
358,05 _ 755,10 — 158,84 _ 

3132 53,36 _ 30 750,53 30 154,60 = 
348,42 —_ 745,87 _ 150,02 — 
343,32 740,97 145,14 
337,81 _ 735,74 _ 140,24 13017 72,3 
332,14 _ 730,23 — 134,98 | 108770 “0 
326,35 724,54 30759,97 129,52 | 165,07 
320,01 31 357,26 718,54 755,78 123,92 161,08 
313,40 352,64 712,33 751,50 118,00 | 157,17 
306,72 347,61 705,80 746,70 111,76 152,72 
299,71 342,31 699,01 741,86 105,44 148,11 
292,32 336,86 692,38 736,65 098,66 143,13 

| 284,83 330,97 685,04 731,15 091,86 | 137,95 

| 276,88 324,94 677,42 725,46 084,75 | 132,62 
268,73 318,67 669,70 719,42 077,53 | 127,09 
26033 | 31210 | 661.59 71305 06083 | 12118 
251,64 305,12 653,41 706,63 062,00 | 115,09 
242.66 297,91 644,77 699,78 053,88 108,83 
233,38 290,10 st | 636,12 692.38 st 045,38 101,88 st 
223,525 | 283,54st 626,74st 686,59st  036,53st | 096,18 st 

starke starke starke 
Störungen Störungen Störungen 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


10, 29 v’= 10, v’= 30 v’= 10, v”= 31 


ergeben sich in der üblichen Weise die Trägheitsmomente r 
und J,” (bzw. I,) und die Kernabstände r, und r,” (bzw. r,) des 
P,-Moleküls im schwingungslosen bzw. mit einem halben Quant 
schwingenden Zustand des oberen und unteren Elektronen- 
zustandes der Banden. Dieselben sind ebenfalls in Tab. 5 ein- 


1) Sie hängt wahrscheinlich damit zusammen, daß auch eine kleine 
Störung des ganzen Schwingungsniveaus vorliegt (vgl. a 


PER 


= = 3201 ‚95; = 91 222, 0 A, = 3264, 47; 30 624,0 = 3328,69; 30 0332 
PW) | RW PW) R(J) P(J) RW) 
= —  30613,59+ _ _ 
— 611,16* -- BER 7 
205 5,03+ 608, 59+ 30017,77 9; 0 
201,88+ 605,61 + 015,04 1,0 
198,62+ 602,28 + 011,92 3) 0 
194,80*b 598.96 + — 008,55 5| 0 
191,39 594, 96 005,03 _ 0 
187,36 590,78 30613,59+ 001,07 9) 0 
182,90 _ 586,77 611,16* 129997, 17 21] 0 
178,33 |31205,03+ 582.21 608,59+ | 99283 | 130019, § 3) 0 
173,30 | 201,88+ 577,56 | 605,61+ | 988,37 01650 [3 0 
168,27 | 198,62+ 57259 | 602,28+ | 983,68 013,66 © 
163,09 | 194,80+ 567,47 | 598,96+ 978,71 010,35 9 0 
157,24 190,69 561,96 595,47 973,53 007,00 ER, 
151,18 186,55 556,29 | 591,48 968,15 003,36 3 309 
145,02 182,18 55029 | 587,33 962,43 | 999,46 59 
138,55 177,29 544,12 | 582,87 956,57 | 995,42 
131,81 172,48 537,70 578,29 950,42 990,94 
124,73 | 167,13 530,93 573,31 944,07 986,29 
117,52 161,68 523,94 568,04 937,37 981,47 getr 
109,94 ,, 156,01 516,81 562,63 930,50 976,51 vgl. 
102,45 149,86 509,50 556,88 923,49 971,04 
094,04 143,54 501,68 550,91 916,17 965,56 IN 
085,70 136,98 493,68 544,64 ° 908,63 959,71 
077,05 er | 485,49 = 900,79 Di trete 
Abbrechen Abbrechen 
zu sein.') Die B-Werte dürften, wie sich auch aus Fig. 4 er- = 
gibt, auf +0,0001 cm”! genau sein. Die Werte für « sind 
ebenfalls in Tab. 5 angegeben. Die auf Grund dieser « extra- Ber 
polierten Werte von B, bzw. B, sind wegen der Länge der 
Extrapolation nicht so "genan. Es ist sehr wohl denkbar, daß 
die B,-Kurven in Wirklichkeit gekrümmt sind. wens 
Aus den Bandenkonstanten B und B,” (bzw. B,' und B,") 9 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 

o’= 11, 30 v= 11, v’= 31 = 11, vo’ = 32 
1,=3219,79; »,=31049,0 4, =3282,28; », = 
| | | 

PW) RW) | PW) RU) | PU) 
7 131041,93*b _ 451,64+ 29867,16 
9, 039,86* 449,74 + 865,51 
| 037,69 — 863,57 
13 | 034,98+ _ | 445,25+ fehlt _ 
15 | 032, 26+ —_ 442, "43+ 858,64 
029:23+b | 439,63+ 855,91 | 29871,49 
19| 026,27 b _ 436, 33+ 30453, 3,307 852,79 870,02 
21 022,77 31041,93*b 432, 70 451,647 849,48 868,48 
23 | 019,07 039, 36+ 428,97 449,7 147 845,89 866,51 
3. 014,79 037,69+ 424,98 447,56+ 842,06 864,68 
27) 010,54 034, 98+ 420,94 445, 2: 5+ 838,07 862,38 
29 005,78 | 032, 416,39 442.43+ | 833,83 860,11 
31 000,94 | 029, 23+b 411,77 439 63+ 829,35 857,41 
33 30995, 81 | 025, 44b 406,88 436 33+ 824,75 854,42 
%| 90,33 | — 401,69 819,68 
Abbrechen Abbrechen Abbrechen 
getragen. Ihre Genauigkeit entspricht der von B,’ und B,” 
(vgl. oben). 

Wie schon erwähnt, müssen beide beteiligten Zustände 
"S-Zustiinde sein. Da die Banden auch in Absorption auf- 
treten (Jakowlewa), ist der untere Zustand der Grundzustand 

Tabelle 5 
Rotationskonst: unten des 
B cm”! D em! 

08142, | —2,05-10-7 | 

= 0,3132, «” = 0,0019, em”! 
88,02: 10% g/em? 

9 = 29 0,25 566, = 88,29. 10” g/em? 

=31 08%, | = 1,859 AE 

= 32 0, 2515, 

0| 099, | 
= 8 | 0,2274, | 
=: 9 0,2255 | an = 114, 72-10 g/cm 
—2,4-10 = 

4 
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des Molekiils. Die Annahme, daß dieser Grundzustand ein 
‘3 -Zustand ist, kann man wohl als sicher bezeichnen, denn 
zweifellos entsteht er, wie der des N, aus zwei normalen 
Atomen im *S-Zustand') und diese ergeben außer Zuständen 
höherer Multiplizität nur einen Singulettzustand, und zwar ge- 


rade *S*. Dasselbe folgt auch aus dem Mulliken-Hund- 
B’ 


2. 


am: 


Fig. 4. B,-Kurve 


” . 1 . 
schen Aufbauprinzip. Der obere Zustand muß dann * sein, 
. . 1 .. 
u da nur ein solcher mit einem ">; -Zustand kombinieren kann. 


\ Da die ungeradzahligen Rotationsniveaus des unteren 
er Elektronenzustandes, wie oben gezeigt, das größere statistische 
Gewicht haben und dieser ein 'S'+-Zustand ist, folgt, daß die 
P-Kerne der Fermi-Dirac-Statistik folgen im Gegensatz zu 
den N-Kernen, die der Einstein-Bose-Statistik folgen.*) Dies 
war zu erwarten, da der P-Kern eine ungerade Zahl von Pro- 
tonen und eine gerade Zahl von Elektronen enthält. Es wird 
aber hierdurch bestätigt, daß der Befund beim Stickstoff nicht 


etwa darauf-beruht, daß der Grundzustand gar nicht ‘> ist. 


1) Aus einem normalen *S- und einem angeregten *D- oder *P- 
Atom entstehen keine Singulettzustiinde. Erst aus zwei angeregten 
Atomen kann sich wieder ein Singulettzustand ergeben. Die letztere 
Möglichkeit kommt aber für den Grundzustand, wie der Verlauf der 
Schwingungsquanten zeigt (vgl. weiter unten) nicht in Betracht. 

2) Vgl. W. Heitler u. G. Herzberg, Naturwiss. 17. 8. 673. 1929. 
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E. Prädissoziation und Dissoziation des P,-Molekils, 
Schwingungsstörungen 


Das Abbrechen der Rotationsstruktur der Banden mit 
r=10 und 11 und das Fehlen der Banden mit höherem v’ 
ist zweifellos auf Prädissoziation zurückzuführen), d.h. darauf, 
daß die fehlenden Niveaus nach der Anregung strahlungslos 
in den dissoziierten Zustand übergehen können, und zwar nach 
einer Lebensdauer, die kleiner ist als die Lebensdauer bis zum 
Übergang mit Strahlung in den Grundzustand. 

Das besonders Auffällige der vorliegenden Prädissoziations- 
erscheinung ist, daß trotz des großen Trägheitsmomentes des 
P, (vgl. oben) und der daraus folgenden Kleinheit der Ro- 
tationsquanten die Prddissoziation so plötzlich einsetzt, daß die 
letzte beobachtete Linie noch vollkommen normale Intensität 
hat (vgl. Fig. 3), während die darauf folgende schon nicht mehr 
oder jedenfalls nicht sicher zu beobachten ist. Früher war 
derartiges nur bei den Hydriden mit ihren großen Rotations- 
yuanten beobachtet worden.?) Seit der ersten Mitteilung des 
Befundes bei P, (a. a. 0.) ist das plötzliche Abbrechen auch 
noch bei zwei anderen Nichthydridmolekülen beobachtet worden, 
nämlich bei N, vom Verfasser?) und ganz kürzlich bei SO 
von Martin und Jenkins. Allerdings haben diese beiden 
Moleküle kein so großes Trägheitsmoment wie P,. 

Besonders interessant ist am vorliegenden Fall weiterhin, 
daß das Abbrechen in zwei aufeinanderfolgenden Schwingungs- 
niveaus zu beobachten ist (vgl. Fig. 3).5) Das letzte beobachtete 
Rotationsniveau®) des Schwingungszustandes v’=10 ist J=58, 


20 


1) Vgl. G. Herzberg, Nature 126. S. 239. 1930; Ergebnisse der 
exakt. Naturwiss. 10. S. 207. 1931 (im folgenden mit Zus.-Ber. zitiert): 
Phys. Rev. 40. S. 313. 1932. 

2) Vgl. Zus.-Ber. 

3) G. Herzberg. Zschr. f. phys. Chem. 9. S. 43. 1930; vgl. auch 
Zus.-Ber. Dieser Fall wird augenblicklich hier im Institut genauer 
untersucht. 

4) E.V. Martin u. F.A. Jenkins, Phys. Rev. 39, S.549. 1932 
und E. V. Martin, Phys. Rev. 41. 167. 1932. 

5) Bei HgH und AIH ist dies früher schon von Hulthén und 
seinen Mitarbeitern beobachtet worden (vgl. Zus.-Ber.), ganz kürzlich 
auch von Martin und Jenkins (a. a. O.) bei SO. 

6) Die Angaben beziehen sich immer nur auf die Niveaus mit 
größerem statistischem Gewicht. die im oberen Zustand ja die gerad- 
zahligen sind. Es ist möglich, dab das auf das angegebene folgende ; 
Niveau mit kleinerem statistischem Gewicht auch noch mit normaler 2% 
Intensität vorhanden ist. 
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das von v= 11 ist J = 34 (vgl. Tab. 4).1) Die energetische 
Lage der letzten Rotationsniveaus ist demnach, wie aus den 
Konstanten der Tab. 5 und 2 folgt, 52041 em”! bzw. 51967 em! 
oberhalb des Zustandes v”= 0.*) Das Niveau v’= 10 bricht 
also bei einer höheren Energie ab als das Niveau v’=11.?) Die 
auf die genannten folgenden (starken) Rotationsniveaus J = 60 
bzw. J = 36 liegen bei 52094 cm”! bzw. 51999 em”!. Die 
Abbruchstellen selbst liegen zwischen den beiden entsprechenden 
Werten. Das Mittel der Zahlen, also 52068 cm”! bzw. 
51983 cm”! dürfte der eigentlichen Abbruchstelle am nächsten 
kommen. 

Der Verlauf der Schwingungsquanten des oberen Zu- 
standes *S’* (vgl. Fig. 2) zeigt, daß die Dissoziationsgrenze 
dieses Zustandes bei v’= 11 noch bei weitem nicht erreicht 
ist. Es muß sich daher um den Fall I der Prädissoziation 
(vgl. Zus.-Ber.) handeln, d.h. um einen strahlungslosen Uber- 
gang in einen anderen dissoziierten Elektronenzustand. 

Wenn, wie oben gezeigt, der angeregte Zustand des P, 
'S* ist, kann der strahlungslose Übergang ohne Verletzung 
der Kronigschen Auswahlregeln für die Prädissoziation®) nur 
in einem Zustand erfolgen, der bei der Dissoziation zwei an- 
De geregte Atome ergibt, denn aus zwei normalen Atomen ergibt 


A 
5 


sich außer dem gy -Grundzustand kein weiterer Singulett- 
Ar 1 Tr WwW 
zustand. Der angeregte “\*-Zustand kann aber nach Kronig 


| 


nicht strahlungslos in den - Grundzustand übergehen.‘) 
Aus einem normalen *S- und einem angeregten ?D- oder ?P- 
Atom®) ergibt sich überhaupt kein Singulettzustand. Der tiefste 
ohne Verletzung der Kronigschen Auswahlregeln mögliche 


Zustand der getrennten Atome, in den eine Prädissoziation 


erfolgen kann, liegt also um das doppelte der Anregungs- 


1) Im Zus.-Ber. wurde auf Grund der vorläufigen Analyse J =5) 
bzw. J=30 angegeben, was nun zu ändern ist. 

2) Eine Kos ektion wegen des Fehlers, der dadurch hereinkommt, 
daß die Tab. 2 sich auf Kanten, nicht auf Nullinien bezieht, ist nicht 
angebracht worden, da der Abstand Nullinie-Kante nur 1—2 em”! ist 
und die Ungenauigkeit, die dadurch hereinkommt, daß die O-O-Bande 
nicht gemessen, sondern extrapoliert ist, wahrscheinlich von derselben 
Größenordnung ist. 

3) Vgl. Anm. 5 S. 693. 

4) Vgl. Zus.-Ber. 

5) Das folgt sofort aus der in Zus.-Ber. angegebenen Regel, daß 
bei gleichen Kernen zwei Zustände, die unter Strahlung miteinander 
kombinieren, nicht ineinander prädissoziieren können. 

6) Höhere angeregte Zustände des P-Atoms kommen überhaupt 
nicht in Frage. 
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erscheint aber wesentlich unwahrscheinlicher. 
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spannung des ®D-Zustandes des P-Atoms höher als der Grund- 
zustand der beiden Atome. Diese Anregungsenergie ist kürz- 
lich auf Grund der Analyse des P I-Spektrums von Kiess’) 
gu 11366 em”! bestimmt worden. Da die energetisch tiefere 
Abbruchstelle der Banden zum mindesten eine obere Grenze für 
die Dissoziationswärme des P,-Moleküls ergibt, müßte diese 
also = 51983 — 2. 11366 = 29251 cm”! (= 3,61 Volt bzw. 
83,0 kcal) sein. Ein derartig kleiner Wert für die Dissozia- 
tionswärme des P,-Molekiils erscheint fast ganz ausgeschlossen. 
Er ist nämlich ganz unverträglich mit dem Wert, der sich in 
der üblichen Weise durch Extrapolation der Schwingungs- 
quanten des Grundzustandes ergibt. Dieser letztere ist 
44500cm”!. Nun sind zwar die D-Werte, die sich durch 
Extrapolation ergeben, meist merklich größer als die 
wahren Werte. Der Unterschied kann aber schwerlich so groß 
sein. Dazu kommt, daß schon die Summe der ersten 34 beob- 
achteten (JQuanten?) des Grundzustandes 23000 cm”! beträgt. 
Da das letzte beobachtete Schwingungsquant immer noch die 
Größe 575 cm”! hat und dieselben ganz regelmäßig abnehmen, 
ist es wohl vollkommen ausgeschlossen, daß die Konvergenzstelle 
statt bei 44500 cm !, wie es sich durch Extrapolation ergibt, 
schon bei 29250 em” ! liegt. 

Es folgt daher, daß die Prädissoziation unter Durch- 
brechung der Kronigschen Auswahlregeln, und zwar unter 
Durchbrechung des Interkombinationsverbotes doch in zwei 
normale oder in ein normales und ein angeregtes Atom er- 
folgt. Dabei ist letzteres wie schon Jakowlewa annahm, das 
viel wahrscheinlichere, denn wie weiter unten noch gezeigt 
wird, entspricht die Abbruchstelle einer Dissoziation mit sehr 
geringer kinetischer Überschußenergie. 51983 cm”! wäre aber 
im Vergleich mit der aus den Schwingungsquanten des Grund- 
zustandes extrapolierten Zahl 44500 cm”! ein viel zu hoher 
Wert. Nimmt man dagegen Prädissoziation in ein normales 
‘S und ein angeregtes ?D-Atom an‘), so ergibt sich als obere 
Grenze für die Dissoziationswärme des P, in normale Atome 
51983 — 11366 = 40617 em”! = 5,01 Volt = 115,3 kcal in ge- 
nügender Übereinstimmung mit dem extrapolierten Wert. Wie 


1) C. C. Kiess, Bur. Stand. Journ. Res. 8. S. 393. 1932. 

2) Die Quanten 33 und 34 sind auf den Aufnahmen der Hoch- 
frequenzentladung, auf denen die PH-Bande nicht stört, deutlich vor- 
handen. Sie wurden aber wegen der geringeren Genauigkeit nicht in 
Tab. 1 aufgenommen. 

3) Eine Prädissoziation in *S + ?P ist nicht ganz auszuschließen, 
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wir noch sehen werden, liegt die Dissoziationswärme selbst 
sehr nahe bei diesem oberen Grenzwert. 

Auf Grund dieses Wertes für D” läßt sich auch der Wert 
für die Dissoziationswärme des angeregten Zustandes D’ sehr 
genau bestimmen. Dieser muß bei Steigerung der Schwingungs- 
energie in zwei angeregte Atome dissoziieren und zwar kann er, 
solange es sich nicht um den Hundschen Kopplungsfall c handelt 
nur in 2D + ?P dissoziieren, da ?D + ?D ebenso wie *P +?P 
keinen - Zustand ergeben. Die Anregungsenergie des 
®P-Zustandes des P-Atoms ist nach Kiess (a. a. 0.) 18727 
so daß der Zustand *D + ?P der getrennten Atome höchstens 
40 617+11366+18727 = 70710 cm”! über dem Grundzustand 
desP,-Molekülsliegt. Die Dissoziationswärme des oberen'S)* -Zu- 
standes kann daher höchstens 70710 — 46790 = 23920 cm! 
betragen. Unter Berücksichtigung des späteren genaueren 
Wertes für D,” (vgl. S. 700) ergibt sich 


D, = 23896 em! 


Es wurde schon erwähnt, daß die letzten beobachteten Schwin- 
gungsquanten darauf schließen lassen, daß die 4G’-Kurve für 
höhere v’ nahezu linear verläuft. Extrapoliert man linear, so er- 
hält man für D,’ 27000 cm”!, was unter Berücksichtigung der 
sehr weiten Extrapolation und der Tatsache, daß lineare Extra- 
polationen durchweg zu hohe Werte liefern, befriedigend mit 
dem obigen wesentlich genaueren Wert übereinstimmt. 


Die Dublettaufspaltung des ?D- und 2P-Terms des P-Atoms 
ist nur 15,5 bzw. 25,5 cm}, also größenordnungsmäßig kleiner 
als die Schwingungsquanten des P, in den beiden Zuständen 
und erst recht als die Dissoziationswärmen. Daher kommt 
Hunds Fall c, d.h. die Möglichkeit, daß der obere Zustand 
nur die 0,*-Komponente eines anderen Terms ist, der sich 
etwa aus einem normalen und einem angeregten Atom ergibt, 
nicht in Frage. Andererseits ist die Multiplettaufspaltung im 
P-Atom doch schon so groß, daß im Atomspektrum Inter- 
kombinationen, wie Kiess (a. a. O.) gezeigt hat, mit beträcht- 
licher Intensität vorkommen. Daher kommt es auch, daß das 
Interkombinationsverbot bei P, auch bei strahlungslosen Über- 
gängen durchbrochen wird, wie oben nachgewiesen wurde. 
Natürlich ist auch hierbei, wie bei Interkombinationsübergängen 
mit Strahlung die Übergangswahrscheinlichkeit größenordnungs- 
mäßig kleiner als bei Prädissoziation ohne Interkombination, 
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hervorzurufen. Dazu genügt schon’), daß die strahlungslose 
Übergangswahrscheinlichkeit etwa 5—10 mal so groß wie die 
Übergangswahrscheinlichkeit mit Strahlung in den Grund- 
zustand, also von der Größenordnung 10° ist, während sie für 
Prädissoziation ohne Interkombination 10'! — 10” ist. Es ist 
sehr wahrscheinlich, daß in Absorption die entsprechenden 
Banden (v’ = 12 usw.) gar nicht diffus erscheinen, weil dazu 
die strahlungslose Übergangswahrscheinlichkeit bei weitem noch 
nicht ausreicht.') 

Die Prädissoziation des P, scheint der erste Fall zu sein 
bei dem eine Interkombination beim strahlungslosen Übergang 
sicher nachgewiesen ist.?) Vor kurzem hat der Verf. auch 
noch bei N,O%) eine strahlungslose Interkombination nach- 
gewiesen, die für das Verständnis des monomolekularen Zer- 
falls von Bedeutung ist. 

Aus einem normalen 4S- und einem angeregten ?D P-Atom 
entstehen außer Quintettzuständen, die hier nicht in Betracht 
kommen, die Triplettzustände, Tl, ‘TT, und 
u 7 34,. Von diesen kommen für die Prädissoziation nur die 
Terme “= und °TT, in Betracht, da ein strahlungsloser Über- 


gang von a zu den übrigen doppelt verboten ist. Welcher 
von den beiden genannten Termen die Prädissoziation hervor- 
ruft, läßt sich nicht entscheiden. Es ist aber auch belanglos. 

In Fig.5 sind die Potentialkurven der drei Elektronen- 
zustände des P, die hier betrachtet wurden, gezeichnet und 
zwar die der Zustände 'S)* und 4 nach der Morse- 
schen Formel. Der dritte die Prädissoziation hervorrufende 
Zustand wi oder “TT, ) ist mit einem flachen Minimum ge- 
zeichnet aus Gründen, die gleich noch zu besprechen sind. 
Nach Franck und Sponer müssen sich die Potentialkurven 
der beiden Zustände, zwischen denen der strahlungslose Über- 
gang erfolgt, wie gezeichnet, bekanntlich schneiden. Mit Aus- 
nahme des Minimums der +2 bzw. *TT, -Kurve ist die relative 


Lage der Minima und Asymptoten nach dem obigen sehr genau 
und sicher festgelegt. Der Abstand von Minimum und Asymptote 


1) Vgl. Zus.-Ber. 

2) Es kann sich nicht etwa um die Durchbrechung einer anderen 

der Kronigschen Auswahlregeln, die an sich schon unwahrscheinlicher 

ist, handeln, da aus normalen Atomen nur ein einziger Singulettzustand, 
eben der Grundzustand des P, entsteht. 

_ 3) G. Herzberg, Ztschr. f. phys. Chem. 17. S. 68. 1932. 
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ist D,, was um }@+1@,2%,—}@,y, größer ist als die 
wahre Dissoziationsarbeit D, vom tiefsten Schwingungszustand 
aus. Das ist natürlich in der Figur berücksichtigt. 

Die Abbruchstelle der Rotationsquanten des Zustandes 
v = 10 liegt um 85 cm”! höher als die des Zustandes v’ = 11 


Fi 
900 


| 
125 160 


Fig. 5. Potentialkurven des P, 


(vgl. oben). Diese Erscheinung läßt sich, wie schon in Zus.-Ber. 
gezeigt wurde, leicht verstehen, wenn man beriicksichtigt, dab 
man eigentlich mit den effektiven Potentialkurven 


U (r) = U, n+T (r), 
nicht mit der gewöhnlichen Potentialkurve U,(r) rechnen muß, 
und außerdem die Auswahlregel 4J=0 und das Franck- 
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Condonsche Prinzip beachtet. Bei SO, bei dem dieselbe Er- 


tand scheinung auftritt, hat Martin (a. a. O.) diese Erklärung über- 
nommen und genauer durchgeführt. Die effektive Potential- 
ndes kurve unterscheidet sich von der gewöhnlichen durch Hinzu- 
= 11 fügung der kinetischen Energie der Rotation 
h J(J +1 
TQ =- Sntcur: 


Nach dem Franck-Condon-Prinzip kann ein strahlungsloser 
Übergang (Prädissoziation) aus einem diskreten in einen kon- 
tinuierlichen Zustand nur in der Nähe des Schnittpunktes 
entsprechender (wegen JJ = 0) effektiver Potentialkurven er- 
folgen. Diese Schnittpunkte liegen für verschiedene J-Werte 
verschieden hoch und zwar ist ihre Höhe bis auf den an- 
nähernd konstanten Betrag U,(r) ungefähr = B’J(J +1), wo 
B' der B-Wert des diskreten Zustandes ist; denn das ist ja 
im wesentlichen, falls der Schnittpunkt nicht zu weit vom 
Minimum des diskreten Zustandes entfernt ist, = Tr\.!) Für 
den Fall, daß der die Prädissoziation hervorrufende Zustand 
ein reiner AbstoBungszustand ist oder sein Minimum bei sehr 
großem Kernabstand hat, bedingt die verschiedene Höhe des 
Schnittpunktes eine gleich große Verschiedenheit der Energie der 
Abbruchstellen für die verschiedenen J-Werte. Wenn daher 
in zwei aufeinander folgenden Schwingungsniveaus v’ = a — I 
und a die Rotationsniveaus bei J,_; bzw. J, abbrechen (wo 
J, natürlich < J,_ı ist), ist die Energiedifferenz der Ab- 
bruchstellen ungefähr gleich der Differenz 
B - it 1) BI, (Ja + 1). 

Im vorliegenden Fall sollte nach dieser Formel die Energie- 
differenz der Abbruchstellen ungefähr 510 cm”! sein, während 
sie in Wirklichkeit nur 85 cm! ist (vgl. oben. Das kann 
nur daran liegen, daß die Potentialkurve des >. bzw. “TT, - 
Zustandes ein ausgesprochenes Minimum bei kleinem Kernabstand 
hat (wie in Fig. 5 gezeichnet), so daß sie die Potentialkurve des 
Zustandes merklich unterhalb der Asymptote schneidet 


(Fall Ib in Zus.-Ber.). Dann bedingt nicht die verschiedene 
Höhe des Schnittpunktes für verschiedene J- Werte die Ver- 
= schiedenheit der Lage der Abbruchstelle (wie aus der Fig. 5, 
b in der gestrichelt auch die effektive Potentialkurve für J=58 
gezeichnet ist, hervorgeht), sondern diese Differenz ist bedingt 
durch die Energiedifferenz der bei größerem r liegenden Maxima 
B, _ 1) Der Unterschied liegt nur darin, daB das in B’ vorkommende r 
- ein mitttleres 1 ist. 
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der effektiven Potentialkurven. Die Höhe dieser Maxima unter- 
scheidet sich für verschiedene J wegen des Abfalls von 7(r) 
mit wachsendem r nicht so stark wie die Höhe der Schnitt- 
punkte im Fall der Abstoßungspotentialkurve und die geringe 
Energiedifferenz der Abbruchstellen läßt sich ohne weiteres 
verstehen. Aus dem beobachteten Wert derselben Ava. ergibt 
sich umgekehrt der r-Wert des Potentialmaximums aus 


h 


Abbr. ww 2 
Sn’ cur’ 


[J.-1.- 1+ 1) — Jaa + 1)], 
wo hier Jg_; = 59 und J, = 35 zu setzen ist. Es ergibt 
sich fax = 5,4 AE und ferner für J = 35 T (rmax) = 47 em”. 
Das Maximum für J = 35 kann offenbar nicht höher als diese 
letztere Zahl oberhalb der Asymptote liegen, d. h. aber, daß die 
obere (irenze für die Dissoziationswärme des P,-Moleküls die 
oben gegeben wurde, um höchstens 47 em”! unterschritten werden 
kann, wobei ein mittlerer Wert der wahrscheinlichste ist. Wir 
haben damit also Dp, zwischen die sehr nahe benachbarten 
Grenzen 40617 und 40570 cm”! eingeschlossen. Als wahr- 
scheinlichsten Wert erhalten wir also 


D," = 40593 cm”! = 5,008 Volt = 115,45 keal. 


Dieser Wert dürfte auf + !/,/,, genau sein und damit 
dürfte Dp, zu dem am genauesten und sichersten bekannten 
Dissoziationswärmen gehören.) 

Turner?) hat früher die Regel angegeben, daß, wenn die 
Prädissoziationsgrenze scharf ist, die Dissoziationswärme des 
betreffenden Moleküls gleich der durch sie gegebenen oberen 
Grenze ist, während sie wesentlich kleiner sein kann, wenn 
die Prädissoziationsgrenze unscharf ist. Franck, Sponer 
und Teller?) haben gezeigt, daß genau genommen, nur der 
2. Teil dieses Satzes richtig ist, der 1. Teil dagegen nicht. 
Turner begründete seine Regel mit dem quantenmechanischen 
Durchgang durch Potentialschwellen. Nun ist auffällig, dab 
bei zweiatomigen Molekülen niemals ein langsames Einsetzen 
der Prädissoziation beobachtet ist, während es bei mehratomigen 
Molekülen sehr oft auftritt. Wie Franck, Sponer und 
Teller gezeigt haben, ist die Ursache des letzteren tatsächlich 
im allgemeinen nicht im quantenmechanischen Durchgang 
durch Potentialschwellen begründet. Im vorliegenden Fall istdaher 


1) Vgl. auch die analogen Verhältnisse bei SO, E. v. Martin, a. a. 0. 
2) L. A. Turner, Ztschr. f. Phys. 68. S. 178. 1931, vgl. auch Zus.-Ber. 
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auch z. B. der Abbruch ganz scharf, obwohl quantenmechanisch 
schon vorher ein Durchgang durch den Potentialhiigel méglich 
wäre. (Die Asymptote der Potentialkurve des die Prädissoziation 
hervorrufenden Zustandes liegt ja tiefer). Es gilt eben für die 
Bewegungen der schweren Kerne doch noch mit beträchtlicher 
Niherung die klassische Mechanik und nur wenn der Potential- 
hügel sehr spitz ist, wird sich der quantenmechanische Durch- 
sang bemerkbar machen. Schärfe des Abbruchs genügt also 
nicht immer als Kriterium, um Dissoziationswärmen genau zu 
ermitteln. Einen genauen Wert kann man nur dann erhalten, 
wenn es, wie im obigen Fall, möglich ist, auch eine untere 
(irenze für D zu finden. Das ist immer möglich, wenn wie 
hier (und bei SO) das Abbrechen in mindestens zwei auf- 
einander folgenden Schwingungsniveaus beobachtet wird und 
die Energiedifferenz beider Abbruchstellen klein ist. In 
anderen Fällen zweiatomiger Moleküle, wie z. B. bei S,?) sind 
die bisher wegen des ziemlich scharfen Abbruchs als genau 
angesehenen Werte für D nur als obere Grenzen zu betrachten. 
Immerhin werden die wahren Werte nicht sehr erheblich 
unterhalb der oberen Grenzwerte liegen, da ein starkes An- 
steigen einer Abstoßungskurve vor dem Schnitt mit dem rechten 
Ast einer anderen Potentialkurve mit Minimum im allgemeinen 
nicht sehr wahrscheinlich ist. 

Von besonderem Interesse im Zusammenhang mit der 
Prädissoziation des P, sind noch die oben beschriebenen starken 
Schwingungsstörungen des 'S)* „Zustandes. Nachdem festge- 
stellt ist (vgl. S. 699), daß der die Prädissoziation hervor- 
rufende Zustand ° = oder "TT, die Potentialkurve des Pr. 
Zustandes unterhalb der Asymptote desselben schneidet, ist 
die weitaus wahrscheinlichste Annahme die, daß dieser Zu- 
stand es auch ist, der die Störungen hervorruft. Gerade 
beim Schnitt zweier Potentialkurven sind ja Schwingungs- 
oe zu erwarten®), während für das Auftreten von Ro- 


1) Wie oben genauer ausgeführt, muß sie klein sein gegenüber der 
Differenz der Rotationsenergien der Rotationszustände mit J,_, und J, 
desselben Schwingungszustandes. 

2) Bei S, zeigen Aufnahmen von H. Biskamp im hiesigen Institut 
ein Abbrechen auch der Rotationsstruktur des letzten Schwingungs- 
niveaus, was bisher nicht beobachtet wurde. Trotzdem ist der von 
S.M.Naudé u. A.C hristy angegebene Wert fiir D nur als obere Grenze 
zu betrachten, solange nicht auch beim vorletzten Schwingungsniveau 


Abbrechen gefunden ist. er 
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tationsstörungen ein solcher Schnitt von Potentialkurven nicht 
notwendig ist. Die zwei ausgesprochenen Maxima der Stö- 
rungen (vgl. S. 683) sind dann am einfachsten als den zwei 
Schnittpunkten des störenden Terms mit dem Term pi ent- 


sprechend aufzufassen. Dementsprechend ist in der obigen 
Fig. 5 auch die Potentialkurve des störenden Terms gezeichnet. 


Bekanntlich gelten für die Störungen genau dieselben 
Auswahlregeln wie für die Prädissoziation (Kronig).!) Sehr 
bemerkenswert ist, daß daher auch bei den Schwingungs- 
störungen das Interkombinationsverbot hier durchbrochen ist. 
Das gilt auch noch, wenn man irgendeinen andern plausiblen 
störenden Term annimmt.) Auffällig ist die Größe dieser 
Interkombinationsstérung.*) Doch entspricht sie der Stärke des 
strahlungslosen Interkombinationsiiberganges. Man muß ja 
bedenken, daß, wenn der störende Term '3)* statt *S'* wäre 
die Störung so stark sein würde, daß man zwei ganz andere 
Terme erhalten würde. Interessant wäre es zweifellos, die 
Rotationsfeinstruktur der gestörten Schwingungsterme zu unter- 
suchen, da sie z. T. Eigenschaften des störenden Terms haben 
sollten. Leider erlaubte das mir vorliegende Plattenmaterial 
eine solche Untersuchung nicht. 


F. Vergleich mit anderen Molekülen, allgemeine Bemerkungen 


In Tab. 6 sind die charakteristischen Daten der Grund- 
zustände und ersten angeregten Zustände der Elementmoleküle 
der ersten und zweiten Achterperiode des periodischen Systems 
zum Vergleich zusammengestellt. Da bei allen bisher be- 
kannten Fällen für Elementmoleküle, die in derselben Kolonne 
des periodischen Systems stehen, Grundzustand und angeregte 
Zustände von derselben Art sind, war dasselbe auch für P, 
und N, zu erwarten. Den oben beschriebenen P,-Banden ent- 
sprechen die Lyman-Birge-Hopfield-Banden des N,. Deren 
Feinstruktur ist erst ganz kürzlich von Appiey ards) unter- 


sucht worden, der fand, daß es sich um einen m. >. 


1) Vgl. Zus. Ber. 

2) Es erscheint sehr unwahrscheinlich, daß der störende Term aus 
zwei angeregten Atomen entsteht. 

3) Ein ähnlicher Fall ist von J. E. Rosenthal u. F. A. Jenkins 
(Proc. Nat. Acad. 15. S. 896. 1929) beobachtet worden. 
4) E. T.S. Page. Sov, 41. S. 254. 1932. 
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Übergang handelt im Gegensatz zu den 1$—"S P,-Banden.") 
Das Elektronentermschema des P, unterscheidet sich also von 
dem des N, entgegen der Erwartung ganz wesentlich. 

Dazu kommt nun weiter die ganz auffällige Verschieden- 
heit der Kernabstände vom N, und P,. Während N, im 
Grundzustand einen merklich kleineren Kernabstand hat als 
0,, hat P, einen erheblich größeren als S,-rp, liegt sogar 


| 


0  0,6691 2,67 |0,00744 349,0 2,605 1,14 
a 0 1,6260 1,311 1629,88 11,67 7,0 
| 0 1,992 | 1,10 ~0,02 | 2345,16 14,45 9,0 
= 
0 1,4375 1,207 0,014 | 1565,37 11,37 5,09 
0  /0,1543 3,07 |0,00082 | 158,5 | 0,726) 0,76 
p,| 0  0,3133 1,859 |0,00195 777,62 | 2,8118 5,008 
0 0,4083 1,602 0,0007 724,5 291 <4,45 


0 0,2429 1,976 0,0017 560,9 | 4,0 | 2,468 
Li, | 14022 |0,495 | 3,11 0,005 251,7 | 1,5 | 1,25 


C, 19373,9| 1,7495! 1,265 1773,42 | 19,35 
N, 68962,7 |~1,52 |~1,26 | 1678,96 | 13,32 | 5,7 
0, | 49349,1| 0,813 | 1,605 0,015 | 707,9 |13,3 | 0,96 


Na,| ‘+ (15007 |0,1085 3,67 |0,0004 115,2 0,38 1,01 
P, 3+ 46790,1 0,2411 2,119 0,00172 472,62 2,60 2,948 
S,| 32101,9 0,3185 1,813 0,0015 426,7 2,75 2,07 
Cl,| Mm 18147,4 0,162 2,42 0,003 234,0 5,42 0,17 


1. angeregter Zustand 


näher bei rg, als bei rg. Analoges gilt für die ersten ange- 
geregten Zustände. Während also das Minimum im Verlauf der 
Kernabstände der Elementmoleküle in der ersten Achterperiode 
bei N, liegt, liegt es in der zweiten bei S,. Dieser Unter- 


1) In der vorläufigen Mitteilung in Phys. Rev., bei deren Abfas- 
sung die Analyse von Appleyard noch nicht vorlag, wurde auf Grund 
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schied ist um so auffälliger, weil die entsprechenden Hydrid- 
moleküle NH, OH, PH und SH sich bezüglich ihres Kern- 
abstandes ganz normal verhalten. Ebenso anormal wie die 
r-Werte verhalten sich die w-Werte: während wy, ungefähr 
50°/, größer als ao, ist, sind wp, und ws, ungefähr gleich 
groB.') Schließlich besteht auch bezüglich der Dissoziations- 
wärmen ein derartiger auffälliger Unterschied. Dy, ist fast 
doppelt so groß wie Do,, während Dp, nur ganz wenig größer 
ist als Ds,. 


Dieses stark unterschiedliche Verhalten der Molekiile der 
Klemente der ersten und zweiten Achterperiode ist, wenn man 
gemiB dem Heitler-Londonschen Näherungsverfahren von 
den Gesamttermen der getrennten Atome ausgeht, kaum ver- 
stiindlich, denn dieser Gesamtterm ist fiir die analogen Ele- 
mente gleich. Es ist danach z.B. gar nicht ohne weiteres 
zu verstehen, warum die Dissoziationswärmen von P, und §, 
so nahe gleich sind, während die von N, und O, so sehr ver- 
schieden sind. Auch mit jeder anderen Theorie, die annimmt, 
daß ein bestimmtes quantitatives Verhältnis der Dissoziations- 
wärmen von Einfach-, Zweifach- und Dreifachbindungen be- 
steht, ist es nicht verträglich. 

Dagegen zeigt sich hier der große Vorteil der Mulliken- 
Hundschen Methode der Elektronenkonfiguration. Diese be- 
rücksichtigt die Verschiedenheit der Elektronenquantenzahlen 
in den getrennten Atomen trotz gleicher Gesamttermart. Man 
hat bindende und lockernde Elektronen zu unterscheiden.) 
Die Bindungsfestigkeit und damit auch Kernabstand und Schwin- 
gungsfrequenz hängt von dem Verhältnis der bindenden und 
lockernden Wirkungen ab, wobei zu berücksichtigen ist, daß 
die bindende oder lockernde Wirkung verschiedener Elektronen 
auch verschieden sein kann. Die Besonderheit der Elektronen- 
konfiguration des N,-Grundzustandes liegt darin, daß beim 
Übergang von großem zu kleinem Kernabstand keine Elektronen- 
schalen zu angeregten Zuständen führen. (Der Grundzustand 
der getrennten Atome führt selbst bei Erhaltung aller Elek- 
tronenquantenzahlen zum Grundzustand des vereinigten Atoms.) 
Daher kommt die lockernde Wirkung der o, (2s)-Elektronen 
kaum zur Geltung und daher große Dissoziationsarbeit, große 
Schwingungsfrequenz und kleiner Kernabstand bei N,. Bei P, 


1) Trotz dieser Gleichheit der w-Werte unterscheiden sich die 
r-Werte beträchtlich. 

2) Vgl. G. Vorträge 1931, S. 167 und die dort 
angegebene Literatur. 
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besteht aber diese Besonderheit nicht mehr.‘) Der Grund- 
zustand der getrennten Atome gibt hier beim Zusammenführen 
einen sehr hoch angeregten Zustand des vereinigten Atoms. 
Die o (3s)-Elektronen wirken im Gegensatz zu den 
Elektronen sehr stark lockernd. 2) Daher die kleine Disso- 
ziationswärme, kleine Schwingungsfrequenz und der große 
Kernabstand des P,, obwohl wie bei N, auch drei bindende 
Elektronenpaare vorhanden sind. Damit hängt offenbar auch 
die Verschiedenheit der angeregten Zustände zusammen. 


gr S, kommen zwar gegenüber P, zwei lockernde Elek- 
tronen 7,18 p}) hinzu (wie bei O, gegenüber N,). Jedoch ist 
ihre lockrnde Wirkung jedenfalls geringer und bei den in 
Frage kommenden Kernabständen wahrscheinlich zu vernach- 
lissigen. Daher kann trotz der verschiedenen Wertigkeit der 
Bindung die Dissoziationswärme doch ungefähr dieselbe sein, 
wie bei P,. Auch die Tatsache des kleineren Kernabstandes 
als bei P, läßt sich qualitativ verstehen, da die lockernde 
Wirkung der o, (3 s)-Elektronen sich erst bei kleineren Kern- 
abstiinden bemerkbar machen kann, weil sie bei S, energetisch 
tiefer liegen als bei P,. 


Die Tatsache der EN Instabilität der Moleküle P, 
und S, im Gegensatz zur großen chemischen Stabilität von N, 
und O, trotz gleicher Grundzustände der analogen Atome und 
Moleküle hängt sicherlich mit den obigen Überlegungen aufs 
engste zusammen, wenn das im einzelnen auch noch nicht 
begründet werden kann. Schon jetzt läßt sich aber auf Grund 
der Elektronenstruktur qualitativ verstehen, warum in den 
beiden Kolonnen des periodischen Systems die ersten Elemente 
so stark von den übrigen, die ihrerseits untereinander sehr 
ähnlich sind, abweichen. Da die Atomgrundzustände (und auch 
die höheren Terme) für die Elemente einer Kolonne alle die 
gleichen sind, wird man für sie auch ein analoges Elektronen- 
termschema des Moleküls erwarten, solange die Dissoziations- 
wärmen nicht zu groß sind. Das ist für die meisten Moleküle 
erfüllt. Nur bei N, ist wegen der obengenannten Besonderheit 
die Dissoziationswärme so groß, daß es ein abweichendes Term- 
schema von den übrigen Elementen der Kolonne hat und daher 
auch ein anderes physikalisches und chemisches Verhalten. 
Bei O, ist diese Besonderheit auch noch, wenn auch nicht 
ganz so stark wirksam. 


Vgl. das a. a. O. gegebene Zuordnungsschema. 
2) Sie werden im vereinigten Atom zu 4 f-Elektronen. 
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Zum Schluß möchte ich vor allem Hrn. Prof. A. M. Tyn- 
dall, dem Leiter des H.H. Wills Physical Laboratory in 
Bristol, in dem die Aufnahmen gemacht wurden, fiir die 
freundliche Aufnahme in seinem Institut und die bereitwillige 
Überlassung aller notwendigen Mittel aufs herzlichste danken. 
Ferner schulde ich aufrichtigen Dank Hrn. Prof. Dr. H. Rau 
für sein freundliches Interesse und die Bereitstellung der 
Mittel des Darmstädter Instituts. 
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Institut von der Gesellschaft der Freunde der Technischen 
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herzlicher Dank gesagt sei. 
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während eines Teiles der Zeit, die ich mit dieser Arbeit be- 
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Darmstadt, Physikalisches Institut d. T. H., August 1932. 


3 (Eingegangen 31. August 1932) 
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Berichtigung und Bemerkungen 
x 

Von W. Külb 


Die Schwächung sichtbarer 
und ultraroter Strahlung durch künstliche Nebel 
und ihre Wirkung auf die Sicht '\ 


In der ZVDJ. Nr. 39, Bd. 76, 1932, S. 3925—3929 sind 
von ©.Miiller, H.Theissing und H.Kiessig Ergebnisse der 
Versuche der PTR. über die Durchlässigkeit von Wolken, natür- 
lichen und künstlichen Nebeln für sichtbares und ultrarotes 
Licht veröffentlicht worden. Auf die dort angefügten Be- 
merkungen über meine Arbeit mit ähnlicher Fragestellung, die 
in dieser Zeitschrift erschienen ist!), möchte ich erwidern: 

Die Vermutung eines Rechenfehlers auf S.707 ist richtig. 
Es muß dort heißen: 15,0 statt 17,1, 16,0 statt 17,8 und 13,3 
statt 15,7. Zugleich ist noch auf S. 705 Zeile 32 ein Druck- 
fehler zu berichtigen: 6,7 Promille statt Prozent. 

Auf die Kritik meiner Untersuchungsanordnung und -me- 
thode möchte ich entgegnen, daß auch nach meiner Ansicht 
der von der PTR. angewandten Methode: Arbeiten mit rein 
spektral ausgegrenzten Bereichen und gleichzeitiger, registrie- 
render Messung in diesen verschiedenen Bereichen grundsätz- 
liche Vorteile zukommen. Diese zeigen sich vor allem bei der 
Untersuchung rasch veränderlicher Vorgänge, z. B. Untersuchung 
von Naturnebeln oder der Entstehung künstlicher Nebel. 

Bei künstlichen Nebeln stellt sich aber nach kurzer Zeit 
(bei einiger Luftbewegung in wenigen Minuten) ein Beharrungs- 
zustand ein, und mit diesem hat man in der Praxis zu rechnen. 
In diesem Beharrungszustand ändern sich die spezifischen 
Eigenschaften der Nebel so langsam, daß auch auf dem von 
mir gewählten Wege die spektralen Schwächungskoeffizienten 
mit genügender Genauigkeit gemessen werden können. Fein- 
heiten, wie die Schwankungen dieser Eigenschaft mit Tempe- 
ratur und Luftfeuchtigkeit, können allerdings dabei nicht erfaßt 
werden; dafür erhält man aber lückenlos den Verlauf über 
einen großen Spektralbereich und die Kenntnis dieses Verlaufes 
ist, gerade weil er der allgemeinen Erwartung teilweise wider- 


1) Ann. d. Phys. 5] 11. S. 679. 1931. 
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gewonnenen Einzelergebnissen wichtig. 

Da Angaben darüber vermißt werden, in welchen Grenzen 
bei meinen Versuchen die OR we wurden, seien 
diese hiermit nachgetragen: 5. 10-1 . 10-3 bezogen auf 
die Wellenlänge 0,55 u. Die Dicktenmiaiien war also auch bei 
meinen Versuchen sehr beträchtlich. Es liegt nahe, aus der 
hierbei festgestellten Unabhängigkeit der Schwächungskoefi 
zienten von der Dichte, wie Müller und seine Mitarbeiter, auf 
strenge Gültigkeit des Exponentialgesetzes zu schließen. Diese 
an Folgerung erscheint mir jedoch nicht als unbedingt schliissig, 
da keine Möglichkeit besteht, die betreffenden Nebeldichten 
auf einem von der zu prüfenden Erscheinung unabhängigen 
Weg zu bestimmen. Aus diesem Grunde wurden außerden 
auch noch Versuche unter Veränderung der allein genau be- 
es, stimmbaren Schichtdicke vorgenommen. 

Der Nachteil, daß der zum Vergleich ausgefilterte Spektral- 
bereich mit dem Maximum bei etwa 1,1 a nicht so eng wie 
a wiinschenswert begrenzt werden konnte, wurde durch die 
Mittelwertbildung erheblich gemildert, konnte aber nicht völlig 
ausgeschaltet werden. Die Schwächung im langwelligen U Itrarot 
kann daher etwas geringer sein als von mir gemessen. 

Qualitativ stimmen die Ergebnisse meiner U ntersuchungen 
mit denen der PTR. überein. Ein quantitativer Vergleich ist 
3 auf Grund der bisher von der PTR. veröffentlichten Ergebnisse 

leider nicht möglich. 


(Eingegangen 8. November 1932) 
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Die Strahlung glühender Oxyde und 
Oxydgemische im sichtbaren Spektralgebiet') 


Von H. Hoppe 


A. Einleitung 


In einer Arbeit von G. Liebmann?) ist für chemisch ein- 
heitliche Oxyde eine Methode zur Messung ihrer Temperatur 
ausgebildet und auf einzelne Oxyde angewandt worden. Die 
vorliegende Untersuchung hatte das Ziel, auch binäre Mischungen 
von Oxyden, z. B. diejenigen, die den Auerstrumpf bildet, näher 
zu betrachten; insbesondere wurden solche Oxydgemische stu- 
diert, bei denen ein ungefärbtes, d. i. ein im Sichtbaren wenig 
strahlendes Oxyd, mit einem im Sichtbaren stark strahlenden 
gemischt ist. Zunächst wurden noch mehrere für das Problem 
interessante reine Oxyde durchgemessen: Zirkonoxyd (ZrO,), 
Zinnoxyd (SnO,), Neodymoxyd (Nd,O,), Ceroxyd (CeO, um 
einen erweiterten Überblick über das Gebiet der reinen Oxyde 
zu gewinnen. Daran schlossen sich Untersuchungen über 
Oxydgemische, die z. T. wie die Auermasse für die Beleuch- _ 
tungstechnik bereits wichtig sind, z. T. für deren künftige 
Entwicklung von Bedeutung sein können. Dabei wurde wieder = 
der Einfluß der Korngröße besonders beachtet. Den Schub 
der Untersuchungen bildeten Messungen an durchsichtigen : 
Einkristallen (weißer Saphir, Rubin), hauptsächlich zu dem 
Zweck, um festzustellen, ob die „F leckmethode“ zur Temperatur- 
messung auch an durchsichtigen Körpern, für die sie ja s. Z. 
zuerst von F. Skaupy*) vorgeschlagen wurde, brauchbar ist. 

Was die geschichtliche Entwicklung anbetrifft, so erübrigt 
es sich, hier anf Einzelheiten einzugehen, da, abgesehen von 
den Liebmannschen Untersuchungen, die erst in allerneuester 
Zeit angestellt w urden, die bisher erschienenen Arbeiten über 


Strahlungsmessungen in dem Artikel von F. Schréter*) sowie wu 

1) Gekiirzte Berliner Dissertation. 

2) G. Liebmann, Ztschr. f. Phys. 63. 8. 404. 1930. Bud 


3) F.Skaupy, Ztschr. f. Phys. 12. S. 177. 1922. u 
4) F. Schröter, Selektive Temperaturstrahlung, Handbuch der 
phys. Optik (Hrsg. Gehrke) 2. S. 857—906. 1928. it oe 
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in dem von Lax und Pirani!) übersichtlich zusammen- 
gestellt sind. 


B. Die Herstellung und Analyse der Präparate 


a) Die Aluminium-Chromozyd- Mischungen. Wie in der 
Arbeit von G.Liebmann?), wurden die zu messenden Oxyde und 
Oxydmischungen auf der Oberfläche eines Nernststiftes auf- 
getragen und wie dort ihre Temperatur und Strahlung bestimmt. 
Dagegen bedurfte es für die Herstellung der Oxydmischungen 
und für ihre Analyse (nach Sonderung in verschiedene Korn- 
größen) besonderer Methoden, die im folgenden beschrieben 
werden sollen. 

Es liegt der Gedanke nahe, die beiden Ausgangsoxyde 
z. B. Al,O, und Cr,O,, in einem vorher festgesetzten Verhält- 
nis zu vermengen (etwa in der Reibschale) und aus diesem 
Mischprodukt die Präparate herzustellen. Da aber diese rein 
mechanische Art im allgemeinen keine genügend gleichmäßige 
Vermischung der Einzelbestandteile gewährleistet, wurden die 
beiden zu mischenden Substanzen aus einer gemeinsamen 
Lösung ausgefällt. Zu diesem Zweck wurden sehr verdünnte 
Lösungen der Nitrate der zu untersuchenden Oxyde in vorher 
berechnetem Verhältnis gemischt und zur gleichzeitigen Aus- 
fällung der Hydroxyde in überschüssigen, verdünnten Ammoniak 
gegossen. Da sich die hierbei entstehenden Hydroxyde in 
Ammoniumnitrat nicht lösen, können sie leicht abfiltriert und 
verglüht werden. Man erhält so schließlich eine reine und 
gleichmäßige Mischung der Oxyde. Das gewünschte Mischungs- 
verhältnis kann dadurch leicht erhalten werden, daß man den 
Oxydgehalt der Ausgangslösungen durch Eindampfen bestimm- 
ter Volumina und Wägen des Glührückstandes bestimmt. 

Die Herstellung der einzelnen Korngrößen und ihre Be- 
stimmung war dieselbe, die von G. Liebmann?) angegeben 
wurde. Bei den reinen Oxyden konnten alle auf diese Weise 
hergestellten Korngrößen ohne weiteres für die Präparate 
verwandt werden; bei den Oxydmischungen zunächst nur die 
Korngrößen I (2—4 u) und II (1—2y). Für die Korngröße III 
(/,—1 u) mußte jedoch erst der Nachweis erbracht werden, 
daß sich durch das Aufschlämmen die Zusammensetzung der 
Fraktionen nicht geändert hatte. Um nun eine etwaige An- 
derung des Prozentgehaltes nachzuweisen, wurde die Substanz, 


1) E. Lax u. M. Pirani, Temperaturstrahlung fester Körper, Hand- 
buch d. Phys. (Hrsg. Geiger u. Scheel) 21. S. 190-272. 1929. 
2) G. Liebmann, a. a. O. 
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aus der die Präparate der Korngröße III hergestellt wurden, 
einer quantitativen Analyse unterworfen. 

Das zu untersuchende Aluminium—Chromoxydgemisch der 
Korngröße III wurde zunächst mit Kalium—Natriumcarbonat im 
Porzellantiegel aufgeschlossen, wobei sich das Chromoxyd in 
Chromat verwandelte. Die so erhaltene Substanz wurde in 
destilliertem Wasser gelöst und mit Salzsäure und Jodkalium 
versetzt. Nachdem mit einer N/100-Thiosulfatlösung titriert’) 
worden war, konnte man nun leicht den Chromoxyd-Prozentsatz 
der Al,O,—Cr,O,-Mischung berechnen.?) 

Das Gemisch der Korngröße III, das der eben beschrie- 
benen Analyse unterworfen wurde, bestand aus 99,2 °/, Alu- 
miniumoxyd und 0,8 °/, Chromoxyd. Es ergab sich ein Chrom- 
oxydgehalt von 0,74 °/,, also keine wesentliche Anderung des 
Prozentsatzes im Verhältnis zur Ausgangssubstanz. Man durfte 
mithin annehmen, daß die 0,8 °/,igen Aluminium—Chromoxyd- 
gemische von den drei verschiedenen Korngrößen 1, II, III 
alle denselben Chromgehalt besitzen. Die im Verhältnis zur 
Korngröße I und II veränderte Strahlung der Korngröße III 
kann also nur durch die verschiedenen Korngrößen bedingt sein. 

b) Die Thor—Ceroxydmischungen. Die Herstellung der 
ThO,—CeO,-Mischungen war dieselbe, wie die eben beschriebene. 
Nur mußte hier von einer Untersuchung der Strahlungseigen- 
schaften in Abhängigkeit von der Korngröße in dem bisherigen 
Sinne abgesehen werden. Mehrere Versuche, die gewünschten 
feinen Korngrößen herzustellen, schlugen fehl. Selbst durch 
sehr langes Pulvern in der Achatreibschale erhielt man kaum 
kleinere Körner als 2 u wegen anscheinend zu großer Härte 
der Kristalle. Ebenso führte das oben geschilderte Auf- 
schlimmen mit destilliertem Wasser zu keinem brauchbaren 
Resultat, weil schon nach kurzzeitigem Stehen der Suspension 
fast die ganze Substanz ausgefallen war. Der Grund, daß 
diese letztgenannte Methode hier fehlschlug, mag wohl darin 
zu suchen sein, daß die spezifischen Gewichte von Thoroxyd 
(s= 9,9) und von Ceroxyd (s = 7,7) erheblich größer sind als 
die von Aluminiumoxyd (s = 3,8) und Chromoxyd (s = 5,0), 
(so daß die Teilchen in der Flüssigkeit zu schnell herabsinken), 


1) Da bei dem Aufschluß des Oxydgemisches etwas Glasur des 
Porzellantiegels in den Schmelzfluß übergegangen war und eine weiße, 
die Titration störende Trübung hervorrief, wurde diese durch vorheriges 
Filtrieren beseitigt. Im übrigen standen diese Ergebnisse in guter 

bereinstimmung mit denen, wo der Aufschluß in einem Platintiegel 
gemacht wurde. 

2) Genaueres hierüber ist aus „Treadwell, Quantitative Analyse“, 


8. 425 u.f. zu ersehen. 
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und daß vielleicht gar nicht genügend kleine Körner vorhanden 
waren. Um bei den Thor-Ceroxydmischungen überhaupt 
Strahlungmessungen bei verschiedenen Korngrößen ausführen 
zu können, mußte man sich auf größere Kristallgrößen be- 
schränken. Die 95 °/, Thoroxyd-5 °/, Ceroxydmischung wurde 
daraufhin näher studiert. Durch kurzzeitiges Pulvern in der 
Porzellanreibschale konnte man erreichen, daß die Korngröße 
einmal 5—10 u und einandermal 8—20 u im Mittel betrug. 
Bei den Mischungen, deren Strahlung in Abhängigkeit von 
der Zusammensetzung untersucht wurde, betrug die Korngröße 
durchschnittlich 1—3 u. 


c) Die Magnesium—Zinkoxydmischungen. Die Herstellung 
der Magnesium-Zinkoxydmischungen war indessen einfacher 
als die, welche bei den Aluminium—Chrom- und Thor—Ceroxyd- 
mischungen zur Anwendung kam. Da Mg(OH), durch Ammo- 
niak nicht vollständig ausgefällt wird, mußten die Mischungen 
durch Eindampfen und Verglühen der vermengten Nitrat- 
lösungen hergestellt werden. 


(0, Messungen an reinen Oxyd 


Die Messungen des Emissionsvermégens im Roten sowie 
die Bestimmung der wahren Temperatur wurden nach der 
„Fleckmethode“ ausgeführt, die G. Liebmann!) bei seinen 
Untersuchungen benutzte. Da die individuelle Herstellung der 
Flecke aus Nernstmasse beachtet werden zu müssen scheint, 
wurde der Temperaturabfall innerhalb der Flecke neu be- 
stimmt. Es ergab sich für die Abhängigkeit der Oberflächen- 
temperatur von der der Unterlage eine der Liebmannschen 
ähnliche Kurve.) Nun wurden mehrere Flecke aus Nernst- 
masse auf die Oberfläche der Präparate aufgetragen und ihre 
schwarzen Temperaturen sowie die ihrer Umgebung pyro- 
metrisch im Roten festgestellt. Aus den beiden schwarzen 
Temperaturen kann man dann für die betreffende Wellenlänge 
das Emissionsvermégen nach der Formel: A; = Eır,:Eır, 
berechnen, worin E,r die von einem schwarzen Körper der 
Temperatur T bei der Wellenlänge 4 emittierte Energie (auf 
entsprechende Einheiten bezogen) bedeutet. Das Pyrometer 
wurde in gewissen Zeitabständen mit einer nur für Eich- 


1) Ausführliche Beschreibung vgl. G. Liebmann. a.a. O. Bi: 
2) Hiernach ausgeführte Strahlungsmessungen an bereits von 
G. Liebmann untersuchten Oxyden stimmten mit den dort erhaltenen 
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zwecke dienenden Bandlampe verglichen, die mit einem von 
der Reichsanstalt neu geeichten Siemens-Mikropyrometer über- 
einstimmte. 

Die Messungen wurden stets an verschiedenen Präparaten 
mit mehreren Meßflecken ausgeführt. Trotz der Mittelwert- 
bildung aus verschiedenen Einstellungen war die Streuung der 
Meßpunkte immerhin noch so groß, daß die Kurven, die die 
Abhängigkeit des Emissionsvermögens im Roten von der Tem- 
peratur darstellen, als Gerade durchgezogen wurden. Alle 

Werte für A, beziehen sich auf 


Emissionsvermögens von Zirkonoxyd 


einiger Oxyde in Abhängigkeit 
bei verschiedenen Korngrößen 


von der Temperatur und Korn- 
größe für A = 0,665 u 


Soweit irgend möglich, wurden alle Rechnungen !) graphisch 
nach der Methode der logarithmischen Isochromaten aus- 
geführt. Die Werte der benutzten Konstanten des Planck- 
schen Strahlungsgesetzes waren e, = 5,88 10-1? Watt cm? und 
c, = 1,432 cm Grad. Es sei hier noch ein Fehler erwähnt, 
der bei der Herstellung der Oxydmischungen entsteht, und der 
etwa 3°/, betragen würde. 

Es wurden zunächst noch einige reine Oxyde durch- 
gemessen, die von Liebmann nicht untersucht sind, wie 
Zirkonoxyd (ZrO,), Zinnoxyd (SnO,. Sodann interessierten 
neben den weißen Oxyden auch solche, die als Färbungsmittel 


1) Ausführliche Diskussion der 


Liebmann, a. a. O. 
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bekannt sind, und von denen man annehmen konnte, daß sie 
im Sichtbaren stark ausgeprägte Banden besitzen würden, wie 
Ceroxyd (CeO,), Neodymoxyd (Nd,O,). 

Es sei hierbei erwähnt, daß sich die einzelnen Oxyde 
und ebenso die Oxydmischungen beim Erhitzen verschieden- 
artig verhielten. Von den drei reinen Oxyden ZrO,, SnO, 
und ZnO, die im kalten Zustand weiß aussahen, zeigten die 
SnO,- und ZnO-Präparate beim Erhitzen eine Gelbfärbung, 
die mit steigender Temperatur intensiver wurde, während bei 
den ZrO,-Präparaten keine Farbänderung zu beobachten war. 
Die Gelbfärbung trat bei Zinkoxyd stärker hervor als bei 
Zinnoxyd. Ferner wiesen die ZnO-Präparate schon bei nied- 
rigen Temperaturen starke (rot leuchtende) Risse auf (die 
sich gegen das gelblich leuchtende Oxyd stark abhoben), so 
daß keine exakten Messungen daran ausgeführt werden konnten; 
beim Abkühlen trat die entgegengesetzte Farbänderung auf. 

Als sehr unbeständig erwiesen sich die Nd,O,-Priiparate, 
die aus dem violett aussehenden Neodymoxydpulver hergestellt 
waren, und die nach dem Erhitzen bräunlich aussahen. Wäh- 
rend alle übrigen Oxyde und Oxydgemische durch das Er- 
hitzen auf hohe Temperaturen zu einem festen, lagerfähigen 
Körper zusammengesintert waren, zerfielen die Nd,O,-Präpa- 
rate nach kurzer Zeit wieder in das violette Ausgangs- 
pulver. Es wurden ebenfalls Präparate hergestellt aus Kupfer- 

oxyd (CuO), Kobaltoxyd 
fOr (CoO) und Praseodym- 
oxyd (Pr,O,), die aber 
wegen der auch schon 
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B sie Nach dem Erhitzen auf dem Nernststift (erst bei ziemlich hohen 
1, wie Temperaturen: etwa 1600° abs.) hatte sich das Grün n 
Rosa verwandelt, das bei größeren Chromzusätzen intensiver. = 
:den- 
Sn0, 2-40 
ung, 34 
bei Wahre Temperatur 
nied- 
(die Fig. 4. Das Emissionsvermégen der 99,2°/, Al,O, + 0,8°/, Cr,0,-Mischung 
y in Abhängigkeit von der Temperatur und Korngröße für A = 0,665 u 
iten; 
auf, 
rate, \ — Ae 4s 
tellt N —— 
/ah- 
N 
gen 
05 055 06 
‚ber Wellenlänge 
hon ig.5. Die spektrale Verteilung des Emissionsvermögens 
ra- der Al,0,-Cr,0,-Mischungen bei 1600° abs. 
ine 
ate 
S | | N 
045 05 085 06 065 
en Wellenlänge 
nx nn Fig. 6. Die spektrale Verteilung des Emissionsvermögens 
pP 
a= der 92,2°/, Al,O, + 0,8°/, Cr,O,-Mischung bei verschiedenen Korngrößen 
em war als bei geringeren. Die Korngrößenbestimmungergabvorund ~~ 
gering 
ler nach dem Erhitzen auf dem Nernststift bei allen Aluminium- 
bt. Chromoxydmischungen nämlich 2—4 u. Dre 
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b) Thor—Cerozyd. Die Präparate der ThO,—CeO,-Mischun- 
gen sahen weiß aus, mit Ausnahme derjenigen, die einen Cer- 
Prozentsatz von 20°/, enthielten; diese hatten eine schwache 
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Fig. 10. Die spektrale Verteilung des Emissionsvermögens 
der ThO,-CeO,-Mischungen bei 1600° abs. 
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Fig. 11. Die spektrale Verteilung des Emissionsvermögens 
der ThO,-CeO,-Mischungen bei 1800° abs. 


gelbliche Färbung. Die Präparate aus reinem Ceroxyd zeigten 
die bekannte gelbe Farbe. Beim Erhitzen ging bei allen 
ThO,—CeO,-Mischungen sowie bei reinem Ceroxyd das Weiße 
bzw. Gelbliche im kalten Zustand vor der Glut in Gelbbraun 
und Rotbraun über. Der entgegengesetzte Farbwechsel trat 
beim Abkühlen ein, so daß die Präparate die ursprünglichen 
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Farben wieder annahmen. Bei geringeren Cer-Zusätzen war 
die Erscheinung schwächer als bei höheren, aber trotzdem 
immer noch sehr gut erkennbar. Im übrigen sind derartige 
Vorgänge schon von frühe- 
ren Beobachtern festgestellt 


gs worden. Ich möchte noch 
erwihnen, daB die Thor- 

Cer-Präparate wenig zur 


Rißbildung neigten, im Ge- 
gensatz zu den Aluminium- 
“I Chromoxydpräparaten, die 
bei der Herstellung be- 
deutend größere Schwierig- 
keiten boten. 
12. Die spektrale Verteilung des . 
Bi Mischungen bei 1500° abs. oxyd. Die Magnesium- 
Zinkoxydmischungen sahen 
weiß aus. Es zeigte sich auch hier beim Erhitzen auf dem 
Nernststift eine Gelbfärbung, deren Intensität von dem bei- 
gemengten Zinkoxyd abhing. Beim Erkalten verschwand die 
gelbe Farbe, so daß die Präparate bei Zimmertemperatur wieder 
die weiße Farbe annahmen. 


E. Temperatur- und Strahlungsmessungen 
Re Pr (weißer Saphir und Rubin) 3 
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a) Die Erhitzungsmethode. Zum Schluß der Untersuchungen 
wurden Strahlungsmessungen an durchsichtigen, klaren Ein- 
kristallen vorgenommen, und zwar geschah dies aus zweierlei 
Gründen. Einerseits um die Brauchbarkeit der „Fleckmethode“, 
d.h. die bei den früheren Messungen benutzte Temperatur- 
bestimmung mit Hilfe eines aufgetragenen Fleckes aus Nernst- 
masse an durchsichtigen Körpern zu prüfen, und andererseits, 
um die erhaltenen Resultate bei der Diskussion der Korn- 
größenfrage verwenden zu können. Die zur Verfügung stehenden 
Steine (weißer Saphir und Rubin) waren zu Parallelepipeden 
(die Kantenlängen waren verschieden) gleicher Größe geschliffen 
und wurden in kleinen Ofchen elektrisch mittels einer 
Platinumwicklung geheizt.!) Die äußere Umhüllung des Ofchens 
bildete ein Ring aus Magnesolit, der einen Schlitz von 1 mm 


1) Die hier beschriebenen Ofchen wurden nach einem Vorschlag 
von G. Liebmann angefertigt und stellen eine Abänderung der seiner- 
zeit von F.Henning angegebenen Heizmethode dar. 
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Breite zwecks Durchführung des Platinheizbleches trug. Der 
Raum zwischen diesem Ring und dem Platinblech war mit 
einem schlecht wärmeleitenden Material ausgefüllt, um die 
Wärmeverluste möglichst gering 
zu halten. In der Fig. 13 ist die es 

Heizvorrichtung etwa im Verhältnis 
2:3 verkleinert abgebildet. Um bei 
den Emissionsmessungen keinen 
Beitrag von der Strahlung des 
glühenden Platins zu erhalten, 


wurde auf genaue Planparallelität / Schutemantel 
und Rechtwinkligkeit der Flächen Einkristall 
geachtet. Fic. 13 


b) Die Temp eraturmessung. Einkristall-Heizvorrichtung 
Die Steine wurden nacheinander 
in drei Öfchen gebracht, die für die 
optischen Beobachtungen in den drei verschiedenen Richtungen, 
entsprechend den verschiedenen Dicken des Parallelepipeds, 
dienten. Nachdem mehrere „Nernstflecke“ auf die Beobachtungs- 
fläche aufgetragen waren, wurde 
die schwarze Temperatur der ot 
„Nernstflecke“ und die ihrer 
Umgebungen pyrometrisch be- 
stimmt, woraus sich leicht die 
wahre Temperatur und das x 
Emissionsvermögen des Kristalls 
in der jeweiligen Lage berech- 
nen ließ. 

c) Die Strahlungsmessungen. 
In Fig. 14 sind die Werte des 
Emissionsvermögens (für = 
0,665 u} in Abhängigkeit von Ae 20 mm 


igen 
iS 
N 


Lmissionsvermöi 


der Temperatur dargestellt. Es mm 


zeigt sich also, daß das Emis- 
sionsvermögen im Roten beim Wahrelemperatur 
Rubin mit steigender Tempe- Fig. 14. Das Emissionsvermögen 
ratur sehr stark wächst, und des Rubins und weißen Saphirs 
beim weißen Saphir nur einen für 4= 0,665 u bei verschiedenen 
Schichtdieken 

geringen, in dem beobachteten 
Temperaturintervall konstanten, für alle Schichtdicken gleichen 
Wert annimmt. 

Es sei noch erwähnt, daß die für den Rubin charakte- 
ristische rote Farbe (bei Zimmertemperatur) mit zunehmender 
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durchsichtiger wurde. Unter Zugrundelegung der Beziehung: 
A+D+ R=1 (A = Absorptionsvermögen, D = Durchlässig- 
keit, R = Reflexionsvermögen) und des Kirchhoffschen Ge- 
setzes kann man schon aus dieser Beobachtung allein folgern, 
daß das Abnehmen der Durchlässigkeit und des Reflexions- 
vermögens im Roten mit steigender Temperatur ein Wachsen 
des Absorptionsvermögens und somit des Emissionsvermögens 
bedeutet. Im übrigen hatten Henning und Heuse!) bereits 
festgestellt, daß sich das Emissionsmaximum, das für Zimmer- 
temperatur bei 0,54 u liegt, mit wachsender Temperatur nach 
dem Langwelligen verschiebt. Inwieweit die dort gefundenen 
Werte (in Fig. 14 durch x dargestellt) von den vorliegenden 
abweichen, muß dahingestellt bleiben, da weder die Schicht- 
dicke und Wellenlänge genau übereinstimmten, noch die chemi- 
sche Zusammensetzung der Kristalle bekannt war. 

Beim weißen Saphir wurde außerdem das Emissions- 
vermögen im Blauen mittels eines Schottschen Farbglases 
bestimmt; dieses ließ sich auf analoge Weise unter Benutzung 
der Wolframemissionswerte leicht berechnen. Es ergab sich 
für 4 = 0,47 u derselbe Wert wie im Roten (A = 0,665 u), 
nämlich: 3°/,, ebenfalls im untersuchten Temperaturintervall 
konstant und für die drei Schichtdicken gleich. 


F. Diskussion der Ergebnisse 


Die Fig. 1, 3, 4 und 7 stellen das Emissionsvermögen 
der untersuchten Oxyde und Oxydgemische für rotes Licht 
(A = 0,655 u) in Abhängigkeit von der wahren Temperatur und 
Korngröße dar; dieses wächst bei allen (außer Chromoxyd) 
mit steigender Temperatur. Die Kurven 1 und 2 der Fig.1 
zeigen die Ergebnisse von Zirkonoxyd mit den Korngrößen 
2—4 u und !/,—1 u. Sie lassen erkennen, daß außerdem das 
Emissionsvermögen in dem untersuchten Korngrößenbereich 
mit kleiner werdender Korngröße sinkt. Die Kurven 3, 4 
und 5 (Fig. 1) stellen das Emissionsvermögen von Neodym- 
oxyd, Ceroxyd und Zinnoxyd für rotes Licht dar. Ferner 
wurden nochmals Messungen an den für die später zu be- 
trachtenden Gemische wichtigen Oxyden (Thoroxyd, Aluminium- 
oxyd, Magnesiumoxyd und Chromoxyd) vorgenommen, wobei 
diese sämtlich aus den zugehörigen Nitraten durch Verglühen 
gewonnen waren. Die Annahme, daß vielleicht die Strahlungs- 
eigenschaften wegen des verschiedenen Herstellungsverfahrens 
nicht mit den Liebmannschen Ergebnissen übereinstimmten, 


F. Henning u. W. Heuse, Ztschr. f. Phys. . 1923. 
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bestätigte sich nicht (außer bei Thoroxyd).') An den Präpa- 
raten aus reinem Ceroxyd wurden außerdem Messungen des 
Emissionsvermögens im Roten nach der Reflexionsmethode 
ausgeführt. Es ergab sich, daß die hiernach gefundenen Werte 
mit denen nach der „Fleckmethode“ gemessenen innerhalb der 
Meßgenauigkeit übereinstimmten. 

Bei den Aluminium—Chromoxydmischungen (Fig. 3 und 4) 
verursacht schon ein geringer Zusatz von Chromoxyd ein 
erhebliches Anwachsen des Emissionsvermögens im Roten, 
das nicht mit der beigemengten Chromoxydmenge in linearem, 
sondern in logarithmischem Zusammenhang steht. Fig. 15, 


0208 5 
(lag Maßstab) 


Fig. 15. Zusammenhang zwischen dem Emissionsvermögen im Roten 
und dem Chromoxyd-Prozentsatz der Al,O,—Cr,0,-Mischungen 


in der als Ordinate das Emissionsvermögen im Roten und als 
Abszisse der Chromoxydprozentsatz in logarithmischen Einheiten 
aufgetragen ist, zeigt, daß sich für konstante Temperaturen 
Gerade ergeben. Das trifft natürlich nur zu für die Prozent- 
sätze, die genügend weit von Null, d. h. von reinem Aluminium- 
oxyd entfernt sind, da ja log 0 = — oo ist. 

Man kann also hier den Ansatz machen: E=B log P+C, 
worin E das Emissionsvermögen im Roten, P den Chromoxyd- 
prozentsatz und B und C Konstante bedeuten. Führt man 
die Rechnung durch, so ergibt sich eine gute Übereinstimmung 
mit den gemessenen Werten. Für die Konstanten B und C 
erhält man die Werte: B = 0,20 und C = 0,44. 

Was den Einfluß der Korngröße auf die Strahlungseigen- 
schaften anbetrifft, so liegt hier dasselbe Ergebnis vor wie bei 
den reinen Oxyden. Die 99,2°/, Al,O, + 0,8°/, Cr,O,-Mischungen 


1) Die von G. Liebmann für Thoroxyd gefundenen Werte liegen 
etwas höher als die oben angegebenen. Inwieweit hier Korngrößen- 
unterschiede die Ursache der Abweichung sind, muß dahingestellt bleiben, 
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wurden daraufhin näher studiert, und es zeigte sich auch biel 
daB mit abnehmender Korngröße das Emissionsvermögen ab- 
nimmt. 

Bei den Thor-Ceroxydmischungen bewirken auch schon 
geringe Zusätze von Ceroxyd eine erhebliche Änderung des 
Emissionsvermögens. Im Gegensatz zu den Al,O,—Cr,0,- 
Mischungen ist bei diesen für konstante Temperaturen keine 
logarithmische Abhängigkeit des Emissionsvermögens von dem 
beigemengten Ceroxydprozentsatz vorhanden. 

Um bei den Oxydgemischen den Einfluß der Temperatur 
und des Prozentgehaltes klarer erkennen zu können, wurden 
die spektralphotometrischen Messungen bei mehreren verschie- 
denen Temperaturen ausgeführt, nämlich bei 1400, 1600 und 
1800° abs. Höhere Temperaturen konnten nicht erreicht werden, 
da sich dann große Risse an der Oberfläche der Präparate 
bildeten, und dadurch die Ergebnisse wegen der auftretenden 
Durchstrahlung des Nernststiftes unbrauchbar wurden. Bei 
niedrigeren Temperaturen waren in den meisten Fällen die ins 
Spektralphotometer gelangenden Intensitäten zu gering, um 
genaue Messungen vornehmen zu können. 

Das Emissionsvermögen des Zirkonoxyds im Sichtbaren 
Fig. 2 (2—4 u) steigt nach dem Kurzwelligen hin an und scheint 
dort ein Maximum zu haben. Was den Einfluß der Korngröße 
in den verschiedenen Spektralgebieten betrifft, so ist zu sagen, 
daß das hohe Emissionsvermögen im blauen Gebiet durch Ab- 
nahme der Korngröße weit mehr erniedrigt wird als das niedrige 
Emissionsvermögen im roten Gebiet. Bildet man das Ver- 


hältnis Grobes Korn so ist dieses im Blauen 


Ewmissionsvermögen g,ines Korn 
größer als im Roten. Man hat aus dem Verlauf der Kurven 
den Eindruck, daß sich das Emissionsvermögen mit sinkender 
Korngröße nicht dem Wert Null, sondern einem von Null ver- 
schiedenen Werte nähert. Dieses Ergebnis steht im Wider- 
spruch zu der von F. Skaupy und G. Liebmann gegebenen 
Kurve!), allerdings nur dann, wenn man den Sitz der Absorption 
im Kristalliten selbst annimmt. Vielleicht ist die Abweichung 
im Sinne der Skaupyschen Annahme einer Korngrenzen- 
strahlung erklärbar. 

Trotzdem der Nernststift und somit das Zirkonoxyd in 
verschiedenen Gebieten der Physik eine ziemlich wichtige Rolle 
spielt, liegen recht wenig Arbeiten über Spektralmessungen 


1) F.Skaupy u. G. Liebmann, Phys. Ztschr. 31. S. 373. 1930, 
Fig. 1; Zischr. f. Wiektrochem. 9. 784. 1930, Fig. 1. = 
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vor. Pirani!) erhält für das Emissionsvermögen des Zirkon- 
oxyds im Roten zwischen 1070 und 1570° abs. 6—10°/,, also 
einen etwas niedrigeren Wert als den oben angegebenen. In- 
wieweit Korngrößenunterschiede die Strahlungsintensitäten be- 
einflussen, kann nicht gesagt werden, da Pirani hierüber keine Br 
Angaben macht. Der von Forsythe’) angegebene Wert von Ar 
16°/, würde mit vorliegendem gut übereinstimmen. 

Bei Ceroxyd (Fig. 8) vertlacht sich das bei niedrigen 
Temperaturen im Violetten gelegene Maximum und verschiebt 
sich nach dem Langwelligen. Zu einem ähnlichen Resultat 
sind auch Schaum und Wüstenfeld°) bei ihren Messungen 
gekommen. 

Eine Übersicht über die spektrale Emission der Aluminium— 
Chromoxydmischungen bei 1600° abs. wahrer Temperatur 
gibt Fig. 5. 

Während im Langwelligen schon wenige Prozent Chrom- 
oxydbeimengung eine Steigerung des Emissionsvermögens hervor- 
rufen, bewirken diese im Kurzwelligen ein Sinken. Besonders 
zu beachten ist wohl hierbei, daß das Emissionsvermögen von 
Aluminiumoxyd, das im Violetten nahezu gleich 1 ist, durch 
eine geringe Chromoxydbeimischung auf fast die Hälfte seines 
Wertes herabgedrückt wird. So bewirkt z. B. ein Chromoxyd- 
zusatz von 5°/, ein Sinken des Emissionsvermögens im Violetten 
von 92°/, bei reinem Aluminiumoxyd auf 53°/,. Während der An- 
stieg des Emissionsvermögens im Roten durch Zusatz von Chrom- 
oxyd sich leicht auf die Strahlungseigenschaften des letzteren 
zurückführen läßt, ist die Abnahme des Emissionsvermögens 
im Blauen bei demselben Chromzusatz sehr schwer zu erklären, 
da doch der größte Teil des Aluminiumoxyds noch vorhanden 
ist und demnach die ihm zukommende Emission ausüben müßte. 
Ferner rückt die bei geringen Chromoxydzusätzen im Grünen 
vorhandene Bande mit wachsendem Chromgehalt scheinbar ins 
Rote. Da sich die Strahlungseigenschaften in Abhängigkeit 
von der Zusammensetzung ganz gesetzmäßig ändern und stets 
in derselben Richtung. kann man wohl kaum auf Struktur- 
änderungen schließen. Um die Mischkristallbildung röntgeno- | 
graphisch zu klären, standen leider keine Mittel zur Verfügung. FEN 
Die Werte des Emissionsvermögens, die sich bei 1400 und ea 
1800° abs. ergaben, sind in der folgenden Tabelle zusammen- = 


1) M. Pirani, Verh. d. D. Phys. Ges. 13. S. 19. 1911. 

2) W.E. Forsythe, Phys. Rev. 20. S. 101. 1922; 25. S. 252. 1925; 
Journ. Opt. Soc. Amer. 16. S. 307. 1928. 

3) K.Schaum u. H. Wüstenfeld, Ztschr. f. wiss. Photogr. 10. 
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gestellt; die graphische Darstellung ergibt, daß die das 
_ Emissionsvermögen der Al,O,—Cr,O,-Mischungen bei 1400 und 
-1800° abs. Kurven dieselben Formen haben wie die ent 
sprechenden bei 1600° abs. 


99,68 °/, Al,O, +) 99,2°/, Al,O,+| 98°/, Al,O,+ | 95°, 
14 0,32%, Cr,O, | Cr,O, 2°, 5 C 1,0, 
ın 

“| 1400° | 1800° | 1400° | 1800° | 1400° | 1800° | 1400° | 1800 
abs. abs. abs. abs. abs. abs. abs. | abs. 

| 
0,750 — (0,37) — | (0,42) — | 0,51 — | 0,63 
0,725 _ 0,38 _ 0,43 — | 0,52 _ 0,63 
0,700 0,29 0,39 | 0,40 | 0,46 | 0,47 | 0,53 | 0,57 | 0,63 
0,675 0,32 0,40 | 0,42 | 0,49 | 0,48 | 0,56 | 0,57 | 0,68 
0,665 0,34 | 0,42 | 0,43 | 0,51 | 0,49 | 0,58 | 0,56 | 0,63 
0,650 0,36 0,45 | 0,45 | 0,53 | 0,50 | 0,58 | 0,55 | 0,62 
0,625 042 | 0,51 | 0,49 | 0,58 | 0,51 | 0,61 | 0,52 | 0,59 
0,600 0,49 0,60 | 0,52 | 0,61 | 0,50 | 0,59 | 0,50 | 0,56 
0,575 0,54 0,63 | 0.52 | 0,61 | 0,48 | 0,58 | 0,47 | 0,54 
0,550 0,52 0,59 | 0,50 | 0,58 | 0,46 | 0,57 | 0,46 | 0,53 
0,525 0,56 | 0,65 | 0,50 | 0,58 | 0,45 | 0,56 | 0,44 | 0,52 
0,500 0,63 0,73 | 0,54 | 0,63 | 0,47 | 0,59 | 0,44 | 0,52 
0,475 (0,72) | 0,80 | (0,61) | 0,70 | (0,50) | 0,64 | (0,46) | 0,54 
045 | — | os)! — — |@7| — | 08 
0425 | — | 0,86), — | (0,80) — | (0,76) — | 0,61) 


tales Fig. 6 zeigt das spektrale Emissionsvermégen der Mischung 
.99,2°/, Aluminiumoxyd + 0,8°/, Chromoxyd in Abhängigkeit 
von der KorngréBe. Ebenso wie bei den ungefärbten Oxyden 
sinkt bei derselben Temperatur mit kleiner werdender Korn- 
größe die Strahlung nach dem Violetten hin mehr als im 
Roten, entsprechend einer scheinbaren Verschiebung der im 
Gelben liegenden Bande nach dem Roten. Während bei der 
Korngröße 2—4 u das Emissionsvermögen von 0,4 im Roten 


7 ansteigt, nimmt es bei der Korngröße !/,—1 u im Violetten 
fast denselben Wert an wie im Roten (0, 35 im Roten, 0,39 im 
 Violetten. Da bei den übrigen Aluminium—Chromoxyé- 

mischungen die Korngröße durchschnittlich 2—4 u betrug, darf 
man wohl annehmen, daß die Verringerung der Korngröße hier 

zu denselben Resultaten geführt hätte. 

ate Es sei hierbei an eine Arbeit von F. Skaupy und 

_ G. Liebmann!) erinnert, in der der Einfluß der Korngröße 

auf die Strahlungseigenschaften einer ausführlichen Diskussion 

unterzogen ist. Obige Messungen an den 99,2°/, Aluminium + 


1) F. Skaupy u. G. Liebmann, a. a. O. 
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0,8°/, Chromoxydmischungen (die ein Sinken des Emissions- 
vermögens im Roten mit kleiner werdender Korngröße zeigen) 
sind insofern eine Ergänzung für die dort aufgestellten (zu- 
nächst nur für weiße Oxyde fundamentierten) Gesetzmäßig- 
keiten, als diese auch auf Oxydmischungen (mit gefärbten 
Oxyden) ausgedehnt werden können. Ferner läßt sich im Ver- 
gleich von den 98°/, Aluminiumoxyd + 2°/, Chromoxydpräpa- 
raten zum Einkristall (von der den Präparaten entsprechenden 
Schichtdicke von 1 mm) sagen, daß die dort angegebene Kurve') 
durch vorliegende Untersuchung bestätigt wird. Der Rubin 
von 1mm Dicke würde (wenn man auf diese Schichtdicke 
extrapoliert) nach obigen Messungen [und wenn man die von 
Henning und Heuse?) berücksichtigt] ein Emissionsvermögen 
von 30—35°/, bei 1373° abs. besitzen, das der keramischen 
Körper bei derselben Temperatur 48°/,. Vom Einkristall aus- 
gehend erhöht sich also zunächst das Emissionsvermögen bis 
zu einer gewissen Korngröße (2—4 u), um dann mit kleiner 
werdender Korngröße abzunehmen. Wie weit die Strahlung 
durch Verfeinerung der Körner unterhalb !/,—1 u herabsinkt, 
läßt sich nach vorliegenden Untersuchungen noch nicht sagen. 

Das spektrale Emissionsvermögen der Thor—Ceroxyd- 
mischungen bei den Temperaturen 1400, 1600 und 1800° abs. 
ist in den Fig. 9, 10 und 11 dargestellt. Ein geringer Zusatz 
von Ceroxyd bewirkt also bei allen drei untersuchten Tem- 
peraturen einen starken Anstieg des Emissionsvermögens, ins- 
besondere im Kurzwelligen. Bei der 2°/,igen Cer-Beimischung 
liegt scheinbar die größte Selektivität im Sichtbaren. In- 
wieweit nun tatsächlich die 2°/,ige Mischung das größte und 
am weitesten im Sichtbaren gelegene Maximum darstellt, muß 
dahingestellt bleiben, da es ja möglich ist, daß eine andere 
Mischung zwischen 1,4 und 5°/, noch günstigere Resultate 
liefert. Jedenfalls scheint aber die 2°/,ige Mischung eine 
Sonderstellung einzunehmen, wie dies auch aus den Messungen 
über die Gesamtstrahlung von G. Liebmann’) hervorgeht. 
Vielleicht läßt sich hierüber etwas genaueres sagen, wenn die 
Ultrarotmessungen, die zur Zeit von G. Ritzow an denselben 
Präparaten ausgeführt werden, zum Abschluß gekommen sind. 
Nimmt der Cerprozentsatz weiter zu, so verringert sich das 
Emissionsvermögen im Violetten, während es im Roten weiter 
wächst. Bei geringem Cerzusatz rückt das Maximum zunächst 


1) F.Skaupy u. G. Liebmann, Phys. Ztschr. 31. S. 373. 1930, 
1, 

2) F. Henning u. W. Heuse, a. a. O. 

3) G. Liebmann, Ztschr. f. Phys. 71. S. 416. 1931. 
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mit wachsender Temperatur ins Kurzwellige, um scheinbar bei 
einem gewissen Prozentsatz, der ziemlich hoch liegen muß, 
konstant zu bleiben und dann mit weiter zunehmendem Cer. 
prozentsatz dem Langwelligen zuzustreben. 

Was den Einfluß der Korngröße auf die Strahlungseigen- 
schaften anbetrifit, so zeigte auch die 5°/,ige Thor-Ceroxyd- 
mischung, die daraufhin näher studiert wurde, dieselben Re- 
sultate, die von den weißen Oxyden her schon bekannt sind. 
Die an den verschiedenen Korngrößen 1—3, 5—10 und 8—20 u 
ausgeführten Messungen ergaben im gesamten sichtbaren 
Spektrum übereinstimmende Werte des Emissionsvermögens. 
Eine Änderung der Strahlung durch Kornverfeinerung scheint 
also auch hier erst unterhalb 1 u einzutreten. 

Spektralphotometrische Messungen im Sichtbaren von Thor- 
Ceroxydmischungen in kompakter Form liegen nur wenig vor; 
außerdem sind sie recht unvollständig. Die Resultate von 
Podszus!), Schaum und Wüstenfeld®), Phillips?) und 
Coblentz*) sind nur qualitativer Art, da bei allen die Angabe 
der wahren Temperatur fehlt. Ausführlichere Ergebnisse liegen 
vor von Ives, Kingsburry und Karrer‘), die sich aber nur 
auf Glühstrümpfe aus den betreffenden Oxyden und Oxyd- 
gemischen unter Verwendung von Gasheizung beziehen, und 
nur für ihre Brenntemperaturen gelten (1500—1960° abs., je 
nach dem Üerzusatz verschieden). Jedenfalls wurde auch dort 
bei den Thor—Ceroxydmischungen ein Anstieg des Emissions- 
vermögens nach dem Blauen hin gefunden, was mit den vor- 
liegenden Ergebnissen übereinstimmt. Die Untersuchungen von 
Rubens*) an Auerstrümpfen verschiedener Zusammensetzung 
ergeben ebenfalls einen Anstieg nach dem Kurzwelligen zu. 

Fig. 16, in der als Abszisse (in einem geeigneten Maßstab) 
der Cerprozentsatz und als Ordinate das Emissionsvermögen 
aufgetragen sind, stellt Linien konstanter Temperatur (1600° abs.) 
und konstanter Wellenlänge dar. Ein Vergleich dieser Figur 
mit der entsprechenden von Ives, Kingsburry und Karrer 
zeigt, daß auch an den Thor—Cermischungen in Skelettform 
die Strahlung schon bei geringen Ceroxydzusiitzen stark an- 


1) F. Podszus, Ztschr. f. Phys. 18. S. 212. 1923. De a 


2) K. Schaum u. H. Wüstenfeld, a.a. O. 

3) M. L. Phillips, Phys. Rev. 32. 8. 832. 1928. 

4) W. Coblentz, Publ. Carnegie Inst. out 1908. S. 97; Bull. 
Bur. Stand. 4. S. 533. 1908; 5. S. 159. 1908; 7. S. 243. 1911; Jahrbuch 
der Radioaktivität 7. S. 123. 1910. 

5) H.E.Ives, E.K. Kingsburry u. K.Karrer, Journ, Frankl. 
Inst. 186. S. 401 u. 624. 1918. 

6) H. MEN Ann. d. Phys. 18. S. 725. 1905; 20. S 


8. 593. 1906. 
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steigt. Die günstige Lage des Emissionsmaximums im Sicht- 
baren, vereint mit einer geringen Ultrarotstrahlung, ist ja auch 
die Ursache der Ökonomie des Auerlichtes. 


rmögen 
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Ceroxyaprozentsalz 

Fig. 16. Zusammenhang zwischen dem spektralen Emissionsvermögen 
und dem Ceroxydprozentsatz der Thor-Ceroxydmischungen 


a) 


Als drittes Oxydgemisch wurde Magnesiumoxyd—Zinkoxyd 
untersucht. Da aus Messungen von Schaum und Wiisten- — 
feld!) bekannt ist, daß mit steigender Temperatur die Ab- 
sorptionsbande aus dem Ultravioletten ins Sichtbare rückt, 
könnte man erwarten, daß durch Zusatz zu einem geeigneten 
Oxyd günstige Strahlungsverhältnisse im Sichtbaren eintreten. 
Die Ergebnisse, die durch eine Beimischung von 0,32, 0,8 und 
2°), Zinkoxyd zu Magnesiumoxyd erhalten wurden, sind in 
Fig. 12 aufgezeichnet. Tatsächlich ergibt sich durch den Zink- — 
oxydzusatz eine Erhöhung des Emissionsvermégens nach dm 
Kurzwelligen zu gegenüber reinem Magnesiumoxyd. Die ~ 
Messungen konnten nur bei 1500° abs. wahrer Temperatur aus- 
geführt werden, da bei höheren Temperaturen die Präparate 
unbrauchbar wurden (es trat Verdampfen der inneren Oxyd- 
schichten und starke Rißbildung auf). Ebenfalls machte ein 
größerer Zinkoxydzusatz die Präparate für genaue Messungen 
zu rissig. Inwieweit sich durch Temperaturerhöhung und größere 
Zinkoxydbeimengung eine Verschiebung der Absorptionsbande ins 
Sichtbare erreichen läßt, kann daher noch nicht gesagt werden. 


er. 


Zusammenfassung 
1. Es wurden zum erstenmal Messungen des Emissions- 
vermögens an Oxydgemischen (in kompakter Form) bei exakter 
Temperaturbestimmung ausgeführt. 
2. Das Emissionsvermögen der untersuchten Oxyde und 
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Oxydgemische wurde in Abhängigkeit von der Temperatur, 
Korngröße, Zusammensetzung und Wellenlänge im sichtbaren 
Teil des Spektrums bestimmt. 

3. Sowohl bei den reinen Oxyden wie bei den Oxyd- 
gemischen trat mit Abnahme der Korngröße (etwa von 1 u ab) 
eine Verringerung des Emissionsvermögens ein. 

4. Bei allen untersuchten Oxyden und Oxydgemischen 
(außer Chromoxyd) stieg das Emissionsvermögen mit zunehmen- 
der Temperatur im Roten. Zwischen dem Emissionsvermögen 
der Aluminium—Chromoxydmischungen und dem Chromoxyd- 
gehalt ergab sich im Roten ein logarithmischer Zusammenhang; 
bei den Thor-Ceroxydmischungen war dieser Zusammenhang 
nicht vorhanden. Im Violetten wurde bei den Aluminium- 
Chromoxydmischungen das Emissionsvermögen überraschender- 
weise schon durch wenige Prozent Chromoxyd auf die Hälfte 
herabgedrückt gegenüber reinem Aluminiumoxyd. Die Thor- 
Ceroxydmischungen mit geringem Cergehalt strahlten im Kurz- 
welligen schwarz; bei den Thor—Ceroxydmischungen, die einen 
größeren Ceroxydzusatz enthielten, nahm das Emissionsvermögen 
im Violetten wieder ab. 

5. Es wurde die „Fleckmethode“ zur Temperaturbestimmung 
auf durchsichtige Einkristalle (weißer Saphir und Rubin) mit 
Erfolg angewandt. Das Emissionsvermögen des Rubins nahm 
mit wachsender Temperatur im Roten stark zu; das des weißen 
Saphirs nahm innerhalb des untersuchten Temperaturintervalls 
einen niedrigen von der Temperatur unabhängigen Wert an, 
der im Blauen und Roten derselbe war. Da er sich von der 
Schichtdicke unabhängig erwies, scheint es, daß die ihm ent- 
sprechende Strahlung nicht vom Kristall, sondern vom Platin- 
heizband stammt. Demnach strahlt der durchsichtige Saphir 
bei den angewandten Temperaturen im Sichtbaren gar nicht. 


Vorliegende Arbeit wurde im Physikalischen Institut der 
Universität Berlin ausgeführt. Hrn. Dr. F. Skaupy möchte 
ich für die Anregung und die dauernde Förderung dieser Arbeit 
meinen aufrichtigsten Dank aussprechen. Ferner bin ich Hrn. 
Dr. G. Liebmann für die stets gern gewährten Ratschläge 
und Auskünfte zu großem Dank verpflichtet. Auch möchte 
ich der Notgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft für die 
Bereitstellung der Apparatur und der für die Untersuchungen 
nötigen Mittel danken. 

Berlin, im November 1931. IE, 

(Eingegangen 22. Oktober 1932) 


Üb 


| 
: 
| 
| 
geb 
Vol 
rad 
abs 
sac 
ver 
die 
laı 
| Be Dis 
— the 
zie 
Na 
der 
die 
erh 
ger 
Pat ver 
= 
bei 
da 
lie 
CH 
sc] 
ch 


H. E. Binkele. 


Wirkungsquerschnitte der Moleküle. II 729 


Über die gastheoretischen Wirkung gequorschnitte 
der Moleküle. II 4: 


Ihr Zusammenhang mit anderen Größen 


Von H. E, Binkele 
(Mit 3 Figuren) 


Ein exakter Vergleich der aus verschiedenen Erscheinungs- 
gebieten gewonnenen Molekülgrößen, z.B. van der Waalsscher 
Volumina b oder Reibungsquerschnitte einerseits und Atom- 
radien aus Kristallen oder bandenspektroskopischer Kern- 
abständen auf der anderen Seite, scheiterte bisher an der Tat- 
sache, daß nicht einmal die beiden gastheoretischen Methoden 
vergleichbare Werte lieferten. In einer früheren Arbeit!) war 
dies auf die Ungenauigkeit der Temperaturfunktionen (Suther- 
land) zurückgeführt worden und es ließ sich zeigen, daß die 
Diskrepanzen großenteils verschwinden, wenn man die gas- 
theoretischen Größen auf übereinstimmende Temperaturen be- 
zieht. Als solche war damals T= oo oder T=1 gewählt. 
Nachdem durch neuere Arbeiten?) eine genaue Berechnung 
der n„— T-Funktion möglich ist, erscheint es zweckmäßiger, 
die kritische Temperatur als Bezugspunkt zu nehmen. Man 
erhält auf diese Weise eine sehr gute Übereinstimmung 
zwischen den aus den kritischen Größen und der Gasreibung 
gewonnenen Zahlwerten. Diese können dann mit den Radien 
verglichen werden, die aus Kristalldaten usw. ermittelt sind. 


Sa. Die van der Waalsschen b 


am Die b der Edelgase, die in dieser Arbeit vorzugsweise 
betrachtet werden, erschienen bisher teilweise unsicher, da 
das b des Ne z. B. unterhalb des seiner Nachbarn He und Ar 
liegt, weshalb es oft als unrichtig oder als Ausnahme ange- 
sehen wurde. Bezweifelt wurde ferner das b des Xe, des 
CH, und anderer Gase. Berechnet man nun aus den kriti- 
schen Reibungen die den van der Waalsschen b entspre- 
chenden b,, so kann man, wo Übereinstimmung herrscht, die 
Werte gegenseitig stützen. 


1) H E. Binkele, Ann. d. Phys. [5] 9. S. 839. 1931. Pas 
2) M. Trautz, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 190. 1931. . 
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Zur Berechnung des b, dienen die von Trautz?) be 
rechneten kritischen Reibungen. Alle Zahlwerte sind bezogen 
auf das b des Ar, das nach Kam.Onnes in den üblichen 
Einheiten 1437.10 ist. 

Es ist 


-10—8)"/s 


1943.10 V R-39,96-151° 
Tabelle 1 
Stoff | by-10° | 5,.10°| Stoß | 24-100 | | Stoß | 24-108 |3,.10 


Ne | 762 7 soo | x, | 1720 | 1745 | Xe | 2278 | 2335 
He | 1051 | 936 | CO 1780 | 1761 | HI | — | 2410 
H, | 1186 | 1149 | ©, |1760*| — | SO, | 2516 | a 


H,O | 1360 | 948 | Kr | 1776 | 1862] Cl, | 2510 | 2630 
Ar | 1437 | 1437 | CH, | 1910 | 2188 | COS | 2597 | 2797 
NH, | 1660 | 1357 | HBr | 1980 | 1870 | C,H, | 2550 | 2576 
HCI | 1820 | 1662 | CO, | 1905 | 1962 | Br, — | 3017 
O, | 1420 | 1381 | N,O | 1970 | 1924] J, | — | 4000 


* (Nach van Laar, Die Zustandsgleichung, S. 51). 


DBßa die bei hohen Drucken gemessenen b, so weitgehend 
den an verdünnten Gasen bestimmten b, entsprechen, ist be- 
merkenswert. Wo die Differenzen größer sind, kann das — 
z. B. bei den Hydriden — mit Dipoleigenschaften bzw. Asso- 
ziation zusammenhängen. (Es ist wahrscheinlich, daß diese 
Störung nur bei den p, sich auswirkt, da die T, in der 
T-Funktion der Reibung deutlich ausgeprägt sind [Maximum 
der T-Exponenten}. Man kann dann die b, als die „wahren“ 
betrachten.) 

Die Atomradien der Edelgase 


Man kann die Messungen zur Bestimmung der Atom- 
größe in 3 Gruppen einteilen: 

1. Größe des Atoms aus Messungen am isolierten Atom. 

5 (Aus lonisationsspannungen, Atomrefraktion\ 1. Art. 

2. Größe des Atoms aus Messungen, bei denen eine Wechsel- 

wirkung gleicher Atome vorliegt. 

(Aus innerer Reibung reiner Gase, kritischen Größen, 

Kristallen von Elementen u.s.f) 2. Art. 

. Größe des Atoms aus Messungen, bei denen eine Wechsel- 
wirkung mit Fremdatomen, Molekülen, Protonen oder 
Elektronen statthat. 

(Mischreibung, Ramsauerquerschnitte usw.). 3. Art. 


1) M. Trautz, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 190. 1931. 
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Genaue Übereinstimmung wenigstens der relativen Größen ist 
nur innerhalb der 2. Gruppe zu erwarten. Von da aus kann 
man versuchen, einfache Beziehungen zu den anderen Meß- 
größen zu erhalten, und so die Zweckmäßigkeit der gewählten 
Definitionen nachweisen. 


Tabelle 2 


| He | Ne Ar | Ke | Ze 
| | 
SE 1,35, 1,21, 1,50 | 1,60 | 1,74 
| 1,90 1,23 1,50 1,63 | 1,76 


NaF | KCI | RbBr | CsJ 


(relativ) 1,10 1,50 1,63 1,87 


44000000 1544 1563 1540 1564 
| Na | K Rb | Cs 

RES | 982 | 1888 | 2351 | 3030 

1,21 1,50 | 1,62 1,76 

3 

V Atomvolumen .........-. 1,21 1,50 1,61 | 1,74 

Kristallradien (n. Goldschmidt) | 1,25 1,50 159 | 1,72 


* d nach K. F. Herzfeld, Handb. d. Phys. von Geiger-Scheel, 
XXII, S. 436. 

* J.J. van Laar, Die Zustandsgleichung, S. 311 ff. 

In Tab. 2 und den folgenden Tabellen sind alle Radien 
auf den des Argon bezogen, der zu 1,50 AE normiert ist. 

(Den gastheoretischen Abstand gibt Herzfeld — Land. 
Börnst., 1. Erg.-Bd., — zu 1,43 AE, der Ionenabstand im KCl 
ist 3,14 AK, das Mittel also gerade gleich dem Normierungswert. 
Wesentlich kleiner sind die „wahren“ Radien, nach Fajans, 
Herzfeld und Grimm — Handb. d. Phys. von Geiger- Scheel, 
XXI, S. 505 z. B. Hier interessieren nur Relativwerte.) 

Als Ersatz für die nicht vollständig bekannten Element- 
radien in Kristallen sind die Ionenabstände der entsprechenden 
Ionenkristalle eingesetzt. Diese sind nicht auf entsprechende 
T umgerechnet. Da man annehmen kann, daß der Schmelz- 
punkt “in einfachem Zusammenhang mit den Radien steht, so 
ist er versuchsweise mit den Mittelwerten aus r, und r, mul- 
tipliziert, was wohl zufällig Konstanz ergibt, jedenfalls noch- 
mals den einfachen Zusammenhang dieser Größen zeigt. Die 
b sind von van Laar aus 
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extrapoliert. Man erkennt auch hier, daß kein Grund be- 
steht, b von Ne als Ausnahme zu betrachten. 

In Fig. 1 sind als Abzissen die gemittelten Edelgasradien 
aufgetragen als Ordinaten die kritischen Temperaturen, die 
reziproken lonisationsspannungen (nach Land.-Börnst., II, 
Erg.-Bd.) und die „Radien“ der Halogene. Eine ähnliche Kurve 
geben auch die Molekularrefraktionen, die ebenso wie die 
Ionisationsspannungen auch in der wellenmechanischen Be- 
handlung!) gastheoretischer Größen mit diesen verknüpft werden. 


=) 


@. 


ate 


Für das Helium wurde versuchsweise ein extrapolierter Radius 
0,92 eingesetzt. Es scheint jedoch ein unterer Grenzwert zu 
sein, da man auch aus Kristallradien auf einen größeren Wert 
des „wahren“ Heliumradius schließt. 


Die mittleren Radien der Halogene 


Tabelle 3 

H, F,") | Br J, 

“SS eae 1,40 | 1,60 1,83 1,92 2,11 
Edelgas 1,06 1,34 1,22 1,19 1,21 
_ Kernabstand = r,.. | 0,75 1,28 1,98 2,26 2,66 
rare 2,61 1,95 1,69 1,63 1,68 
1,13%) | 1,16 1,14 1,15 1,15 

*) Aus Tab. 1. *) Mit ry.= 0,92. 

1) F. London, Ztschr. f. Phys. 63. S. 245. 1930. ra ro 
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(Die bandenspektroskopischen Kernabstände der Halogene 
sind dem Wien-Harmsschen Handb. d. Phys. 1. Erg.-Bd., 
W. Weizel, Bandenspektren, entnommen, der Wert für Br, 
ist von R. Mecke extrapoliert worden.) Vollkommen heraus 
fällt das Verhältnis H, zu He. Es ist zweckmäßig, das He 
als Ausnahme zu behandeln. 

Formt man nämlich eine von Trautz angegebene Be- 
ziehung, a. a. O. S. 216, in der die Abschirmungskonstanten 
durch empirische Ausdrücke ersetzt sind, um, indem man 


4 statt ; EM setzt, so erhält man: 
1 n? r ‘ 
(2) 7,7 = const. 

Die Konstante wird fiir He um den Faktor 2 zu klein, 
d.h. r? ist halb so groß zu nehmen. Das gibt für r des He 
0,92. Diese Zahl ist versuchweise in Fig. 1 und 3 eingesetzt. 


Fig. 2. Kernabstände und „Radien“ Er =e, 


In Fig. 2 sind die mittleren gastheoretischen Radien 
gegen die Kernabstände aufgetragen. Innerhalb der Fehler- 
grenze, die man auf + 2°/, schätzen kann, erhält man eine 
Gerade, in die man auch den Wasserstoff unterbringen kann. 
Fig. 3 endlich gibt die Radien der Halogene (J), der Alkalien (JJ), 
der Edelgase (III) und im halben Maßstab die Kernabstände 
der mange als Funktion der Periodenzahl (ZI V). Die Kern- 
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abstände wachsen bedeutend steiler an als die mittleren 
Radien; das bedeutet, wenn man die Radien in der disku- 
tierten Definition als unmittelbar adäquat einer Wirkungs- 


Fig. 3. Radien und Periodenzahl 
sphiire der Halogenmoleküle ansehen darf, eine scharfe 
Streckung der Molekel bei den schwereren Gasen. (Man kann 
das auf die relative Verringerung der intramolekularen Ab- 
stände mit wachsendem M bei Radien 2. Art zurückführen. 
Die Edelgasradien aus der Atomrefraktion z. B. steigen pro- 
portional zu den gastheoretischen Querschnitten.) Das lang- 
same Anwachsen der Radien nach dem Einbau von Zwischen- 
schalen hinter Argon, die Knicke bei Neon und Krypton sind 
jeweils deutlich erkennbar. Die Einfachheit aller dieser Be- 
ziehungen macht es wahrscheinlich, daß die gewählte Definition 
„kritischer Radien“ von prinzipieller Bedeutung ist. 


Der Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft und 
Hrn. Prof. Chr. Füchtbauer, denen ich die Arbeitsmöglichkeit 
im Physikalischen Institut Rostock verdanke, sei auch an 
dieser Stelle bestens gedankt. 
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Die elastischen Schwingungen einer Masse, 
_ die durch eine Blattfeder gehalten wird) 


Von M. 


Zusammenfassung 


Die Bewegung der Masse kann als Überlagerung zweier sinus- 
förmiger Drehschwingungen aufgefaßt werden, deren Drehachsen und 
Perioden berechnet werden. Die Formeln werden für verschiedene 
interessante Grenzfälle diskutiert. Versuche mit verschiedenen Schwung- 
massen bestätigten die für die beiden Schwingungszeiten abgeleiteten 
allgemeinen Formeln. 


Eine Blattfeder sei im Ursprung des Koordinatensystems 
derart eingeklemmt, daß ihre Tangentialebene dort senkrecht 
zur x y-Kbene stehe und die Tangente an ihre Spur in der 
zy-Ebene in die z-Achse falle. An ihrem freien Ende sei 
eine Schwungmasse angeklemmt, die sowohl symmetrisch zur 
zy-Ebene, als auch symmetrisch zu der Tangentialebene an 
die Feder in diesem Einklemmpunkt verteilt sei. Die Feder 
sei so dünn angenommen, daß ihre Masse gegenüber der 
Schwungmasse vernachlässigt werden kann. Die Gestalt der 
Feder ist dann in jedem Augenblick allein durch die Trägheits- 
kräfte der schwingenden Masse definiert. Es seien ferner nur 
solche Schwingungen betrachtet, bei denen die senkrecht zur 
2 y-Ebene gerichtete Hauptträgheitsachse der Endmasse ledig- 
lich Parallelverschiebungen erfährt (ebenes Problem). Die 
Wirkung der Schwerkraft sei nicht in Betracht gezogen, was 
bei genügender Federsteifheit bzw. horizontaler Orientierung 
der « y-Ebene und genügender Federbreite erlaubt ist. 

Die Gestalt der Feder wird dann für kleine Ausbiegungen 
durch die Differentialgleichung definiert 
(1) 


1) Anm.: Z. T. vorgetragen im Physikalisch-Mathematischen Kollo- 
quium der Bergakademie Clausthal am 12. 5. 31 und auf der Braun- 
schweiger Tagung der Dtsch. Phys. Ges., Febr. 1932. Die Arbeit ist 
bei Überlegungen entstanden, die anläßlich der Verwendung von elastisch 
befestigten Massen im Apparatebau (Seismographen) angestellt wurden. 
Über die diesbezüglichen praktischen Folgerungen wird demnächst in 
der Zeitschrift für Geophysik berichtet werden. 
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wo B die Biegungssteifigkeit der Feder (vgl. Handb. d. Phys, 


VI, S. 165), fest 

#2, % die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Feder, Sch 

“ a K, das Trägheitsmoment der Masse bez. einer durch ihren lich 

Ay Schwerpunkt gehenden, senkrecht zur x y-Ebene ge- ord 
dachten Achse, 

y der Tangentenwinkel des beweglichen Federendes mit und 


der x-Achse, 
ö seine zweite Ableitung nach der Zeit, 


a der Abstand des Schwerpunktes der Masse von der sein 
Einklemmstelle der Feder an der Masse, ‘ 
I die Federlänge, die 
Y die im Schwerpunkt der Masse angreifende Trägheits- = 
kraft 
bedeuten. 
Man findet durch zweimalige Integration fiir den Tan- 
gentenwinkel p und die Elongation y, des Federendes E, indem 
gleichzeitig m 
(2) Y =— m(j, + 04) 
gesetzt ist (m = Masse des Schwungkérpers, 
1 
| OB +m (a > (+ stim 
von 


Im folgenden soll nun gezeigt werden, daß die Bewegung 
des Körpers aufgefaßt werden kann als Überlagerung zweier (5) 


wob 
die 
von 
(6) 
Pun 
und 
aus 

Fig. 1. Schematische Darstellung des schwingenden Körpers des 
sinusförmiger Drehschwingungen, deren Drehachsen durch zwei dera 
noch zu bestimmende, auf der Symmetrieachse des Körpers dack 
gelegene Punkte P, und P, gehen. En Sinu 
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Wir betrachten zunächst (vgl. Fig.1) einen Punkt P,, der 
fest mit dem Körper verbunden sei und sich im Abstande 4 vom 
Schwerpunkt S, in der Richtung: Einklemmstelle E des beweg- 
lichen Federendes—Schwerpunkt befinden möge. Seine y-Ko- 
ordinate wird daher 

Y-yrardy 


=9,+@+ NH 


sein. 

Ersetzt man im Gleichungssystem (3) /, + a@ und y, durch 
die aus den letzten Gleichungen folgenden Werte ö, — 4-¢ 
bzw. y, —(@+ Ag und addiert die beiden Gleichungen (3), 
nachdem die erste der Gleichungen mit a + 4 erweitert wurde, 
so ergibt sich, geeignet zusammengefaßt, 


Wir wählen nun 4 derart, daß der Koeffizient von @ ver- 
schwindet! Dann läßt sich die Bewegung des dadurch be- 
stimmten Punktes P, darstellen als eine reine Sinusschwingung 
von der Schwingungszeit 


(5) T,=2a v5 tar tal+ 
wobei sich 4 als Lösung der quadratischen Gleichung ergibt, 


die sich aus der angenommenen Nullsetzung des Koeffizienten 
von ¢ herleitet. Man erhält für 4 


(6) 4= 


2a+l 


Das negative Vorzeichen der Wurzel ergibt einen zweiten 
Punkt (P,) mit negativem 4, der in dem Raume zwischen E 
und O liegt. Seine Schw ingungsdauer T, ergibt sich ebenfalls 
aus Gl. (5). Sie ist bei der in der Fig. i angenommenen Lage 
des Schwerpunktes immer kleiner als die des Punktes P 

Die Bewegung der Masse erfolgt also im allgemeinen Falle 
derart, daß die Punkte P, und P, (bzw. die durch sie ge- 
dachten, senkrecht zur & y- -Ebene gerichteten Geraden) reine 
um die Achse ausf ühren. Sie sind 
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die Zentren der beiden Schwingungen. 
Punkte iiberlagern sich die beiden Schwingungen. 
den Körper aber auch so anstoßen, 
oder die andere der beiden Schwingungsarten rein ausgeführt 


Man kann in 


Band 15. 1932 


Für alle übrigen 
Man kann 
daß entweder die eine 


ss werden. Man erhält z. B. allein die langperiodigere Schwin- 
E-. En gung, wenn man den Anstoß (in Richtung der y-Achse) im 
0 Punkte P, erteilt. Der Körper dreht sich dann um eine 
0 durch P, gehende Achse, die dauernd in Ruhe auf der z-Achse 


verbleibt. Die kurzperiodigere Schwingung erfolgt rein, wenn 
man den Anstoß im Punkte P, vornimmt. Hierbei dreht sich 
der Körper um eine durch P, gedachte Achse, die dauernd 
in Ruhe auf der x-Achse bleibt. 


diesem Zusammenhang die Ausdrücke 


für die beiden Schwingungszeiten auch so darstellen, daß der 
Zähler des Wurzelausdruckes das Trägheitsmoment des Körpers 
bezüglich der durch P, bzw. 
darstellt, während der Nenner dann das Direktionsmoment der 
Feder bedeutet. In dieser Form schreiben sich T, und T, als 


durch P, gelegten Drehachse 


m mi 4 + 


die Strecke E P, bedeutet. 
Beziehung verknüpft 


(8) 


Es seien noch die Grenzfälle: 


I? diskutiert. 

Im ersten Falle (= = 0) ergibt sich für 


B U+at 4 
+a+4 
/_ K,+m4 
/ +a+4) 
Sie ist mit 4 durch die 


K, 


punktförmige Masse und 


woraus man für T,, falls die punktförmige Bi unmittelbar 
am Federende befestigt ist, die bekannte Formal eg 
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Im anderen Falle pr erhält man z.B. für eine 


im Schwerpunkt angeklemmte Masse (a = 0) 


= IK, 
a 


T 2 mi 
Das T, ist hier also gerade halb so groß, wie das T, 
einer gleichen, punktförmig gedachten Masse an derselben 
Feder und bemerkenswerterweise unabhängig vom Trägheits- 
moment K,. 

Ist die Schwungmasse, anders als in der Figur gezeichnet, 
derart geformt, daß ihr Schwerpunkt in der Richtung: beweg- 
liches Federende—Koordinatenursprung liegt, so ist in den 
Formeln a durch —a zu ersetzen. Während in dem zuerst 
betrachteten Falle die beiden Schwingungszeiten immer ver- 
schieden sind (und zwar war T, immer größer als T,) kann 
hier der Fall eintreten, daß sie einander gleich werden. Es 
ist hierzu z. B. nötig, daß der Abstand des Schwerpunktes vom 


beweglichen Federende gleich der halben Federlänge (a = >) 


2 
= = “i ist (vgl. auch unten Gl. 9). Diese Bedingungen 


werden durch einen Stab verwirklicht, dessen Länge gleich 


und - 


der Federlänge ist.) Der Fall a = A ist ferner dadurch aus- 
gezeichnet, daß die T,-Schwingung in einer reinen Parallel- 
führung aller Körperpunkte besteht. Sie ist durch Anstoß im 
Schwerpunkt zu erregen. Die T,-Schwingung andererseits ist 
eine Drehung um den Schwerpunkt. 

Um die Übereinstimmung der abgeleiteten Formeln mit 
dem Experiment zu zeigen, wurden einige Versuche mit ver- 
schiedenen Schwungmassen ausgeführt, über die kurz be- 
richtet sei. 

Zur Verwendung kamen drei verschiedene Blattfedern, 
deren Biegungssteifigkeit B statisch aus der Senkung des be- 
lasteten Federendes (bei bekannter Belastung) erhalten wurde, 
während das andere Ende der Feder horizontal eingeklemmt 
war. Das Verhältnis K,/m wurde möglichst weitgehend variiert, 
ebenso, soweit möglich, die Federlänge und der Schwerpunkts- 
abstand a. Die Feststellung der Schwingungszeiten geschah 


1) Man überzeugt sich auch mit einem primitiven Modell von der 
Gleichheit der beiden Schwingungs 
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Tabelle 1 


K, | (see) T,/T, 

— (em a (cm l(em) | B(dyn-cm? 

"| beob. | ber. | beob. | ber. 
1,13 | 0,78 10 2,3 107 | 0,925 0914| 14 | 133 
1,31 1,21 1,9 0,56 10,32 | 0,318; 10 | 99 

247 11,3 37 | 23 12:38 | 243 | 25 | 251 

131 12 40 | 8ı 0,75 08 | — | 107 

131 12 70 | 8ı 1.05 1.08 | 63| 636 

148 21,0 38 | 8ı 110 |110 | — |50 
13,6 5,0 60 | 8 056 |0541| 11 | 126 


teilweise an den zu dem Zwecke registrierten Schwingungen 
(teils mit RuBaufzeichnung, teils photographisch), teilweise 
wurden sie direkt mit der Stoppuhr gemessen. Die Tabelle 
gibt einen Auszug aus dem Beobachtungsmaterial wieder. 

Das Verhältnis T,/T, wurde dabei aus der leicht ableit- 
baren Beziehung: 


l 
(9) a Ty / 12 Ky 
T; m? 4 
berechnet. 


Wenn die beobachteten Schwingungszeiten mit den be- 
rechneten nicht in allen Fällen eine genügende Übereinstimmung 
zeigen, so ist hierzu zu bemerken, daß es nicht der eigentliche 
Zweck der Versuche sein sollte, eine quantitative Bestätigung 
der Formeln zu geben. Das wäre nur mit einem sehr sorg- 
fältigen Aufbau möglich gewesen. Insbesondere ist natürlich 
die Einspannung der Federenden sehr wesentlich, ferner z. B. 
die Vermeidung des Mitschwingens der Haltevorrichtung. Bei 
der mehr oder weniger provisorisch gehaltenen experimentellen 
Anordnung ist die erzielte Übereinstimmung als befriedigend 
zu bezeichnen.) 


1) Zus. bei der Korr.: Hr. H. Bock, Hamburg, hat, worauf ich 
aufmerksam gemacht wurde, dasselbe Problem mit Einschluß der Erd- 
schwere behandelt (Ztschr. f. Instrumentenkde 46. S. 445. 1926, „Die 
Funktionen der Pendelfeder“). Die dort angegebenen Formeln sind 
Annäherungen, so daß man durch Grenzübergang zu verschwindender 
Erdbeschleunigung offenbar nicht zu den entsprechenden Spezialfällen 
der strengen Formeln der vorliegenden Arbeit gelangen kann. Für 7,, 
das von der Erdbeschleunigung in geringerem Maße abhängt als 7,, 


besteht Übereinstimmung für den Fall (=) >P.; 


i Clausthal, Physikalisches Institut der Bergakademie. 


(Eingegangen 1. Oktober 1932) 


J 


‘ 
Er = 
r 
Ro. sehr 
des 
bei 
Wa 
5 u - . 
zwi 
ein 
175 zeig 
pur 
und 
tisc 
Ori 
der 
3 DE wa 
Bei 
tatı 
ig 
Wi 
weı 
Ber. un 
be: 
fiir 
Ma 
des 
fine 
Bi 


